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Avant-propos

I Introduction

J’ai passé 'agrégation externe de mathématiques en 2021 en étant inscrit a la préparation a l’agrégation de
I’Université de Picardie Jules Verne. Ce livre regroupe toutes mes fiches pour les oraux, ainsi que des clés qui
m’ont permis de préparer le concours tout au long de ’année.

Je ne donne ici que les méthodes que j’ai trouvées pertinentes lors de mon année de préparation. Il s’agit
donc de conseils personnels qui ne s’appliqueront peut-étre pas a tout le monde, mais qui pourraient aider
certains. En aucun cas je ne me veux moralisateur.

Ce livre contient notamment :

— Tous mes plans de legons d’analyse et d’algebre pour la session 2021.
— Tous mes développements préparés et associés a chaque legon.

— Des développements non utilisés dans mes legons.

— Une bibliographie listant tous les livres sur lesquels je me suis appuyé.
— Des conseils personnels.

Tous ces documents sont de qualité relativement variable. En effet, bien que j’aie travaillé toutes les legons
individuellement, elles ont été rédigées au fur et & mesure de I’année. Les lecons écrites en septembre étant évi-
demment moins recommandables que celles écrites en avril. De plus, certaines fiches sont presque intégralement
reprises de celles écrites par mes camarades.

Toutes les notations utilisées dans ce livre sont normalement uniformisées sur toutes les fiches. Elles sont
également a priori standards. Il ne devrait donc pas y avoir de probléeme de compréhension des notations.

Enfin, quelques remerciements. Je remercie la promotion 2020-2021 de la préparation a l'agrégation de
I’Université de Picardie Jules Verne pour la bonne ambiance apportée aux heures de cours passées ensemble.
Je remercie en particulier Manon et Alexis pour l'organisation des valises de livres. Je remercie ’ensemble des
enseignants intervenus dans I’année pour nous avoir apporté leurs savoirs. Je remercie ma famille pour le soutien
apporté cette année.

II Conseils pour année

1) Conseils généraux
2) Développements
3) Livre
4) Liens Internet
Bien sfir, les livres sont des ressources qui sont importantes puisqu’ils représentent la seule aide que vous

aurez lors de 'oral. Cependant, Internet regorge de ressources qui peuvent vous aider a préparer les écrits et les
oraux. Voici une liste non exhaustive de telles ressources que j’ai utilisées lors de ma préparation.

Le site du jury de ’agrégation externe, a consulter régulierement pour étre au courant des actualités du
concours, pour avoir les précédents rapports et sujets, et pour avoir des informations pratiques : agreg.org.
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http://agreg.org/

Un site de référence pour les agrégatifs, fonctionnant de maniére collaborative, regroupant des plans de legons
et des développements : agreg-maths.fr.

Le profil d’Owen sur agreg-maths.fr, trés complet et avec un trés bon niveau, qui a partagé son travail sur
presque toutes les legons et tous ses développements. (2020)
Le profil d’Antoine Barrier sur agreg-maths.fr ainsi que son site, lui aussi tres complet et trés bon niveau, avec
ses legons et ses développements. (2019)
Le site Coquillages et Poincaré, dont les lecons et les développements sont accompagnés de commentaires et
d’exercices, le tout agrémenté de retours d’oraux tres détaillés. (2019)
Le site de Florian Lemonnier, un filon en terme de développements. (2015)

La chaine YouTube de Philippe Caldero, pleine de bonnes choses !
Le compte Twitter AgregNancy, bot qui propose un exercice d’oral tous les jours puis toutes les heures a
I’approche des oraux.

5) Conseils d’entrainement

6) Plus

IIT Retours et conseils pour les épreuves

IV Contenu du livre
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Partie |

Lecons Algebre et Géométrie
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ut metus. Pellentesque placerat. Nam rutrum augue a leo. Morbi sed elit sit amet ante lobortis sollicitudin.
Praesent blandit blandit mauris. Praesent lectus tellus, aliquet aliquam, luctus a, egestas a, turpis. Mauris
lacinia lorem sit amet ipsum. Nunc quis urna dictum turpis accumsan semper.
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Cadre : On fixe G un groupe et X un ensemble non vide.

I Définitions et premieres propriétés

1) Actions de groupes
Définition 1. Une action de groupes est la donnée d’une application
G x X — X définie par (g,z) — g -z telle que :
(i) VeeX,ex=x
(i) Vg1,92 € G, Ve € X, g1- (92 @) = (9192) " @
On dit que G agit sur X.
Proposition 2. La donnée d’une action de groupe de G sur X est équiva-

lente d la donnée d’un morphisme G — S(X), ot S(X) désigne l'ensemble
des bijections de X dans X.

Exemple 3. G agit sur lui-méme par translation et par conjugaison.

Théoréme 4 (Cayley). Si G est fini de cardinal n, alors G est isomorphe
a un sous-groupe de G,,.
Définition 5. L’action de G sur X est dite :
(i) fidele, si seul le neutre fixe tous les points.
(ii) libre, si tout élément non neutre agit sans point fixe.
(iii) transitive, si:Vz,y € X,3g€ G,y =g x.
(iv) n fois transitive, si 'action induite de G sur X™ est transitive.

Remarque 6. Une action libre est fidéle.

Exemple 7. L’action du groupe linéaire sur les droites est transitive mais
pas fidéle : les homothéties agissent trivialement.

Exemple 8. Une action induit une action fidele du quotient du groupe
par le noyau de l'action.

Application 9. Soit G un groupe infini et H un sous-groupe de G, dis-
tinct de G et d’indice fini. Alors G n’est pas simple.

Définition 10. On appelle ensemble des points fixes de X sous 'action
de G, ou ensemble des élément G-invariants de X, I’ensemble :

XC={zecX|VgeG,g-v =21}

2) Stabilisateur, orbites, fixateur
Définition 11. Si z € X, son stabilisateur est :
Stab, ={g € G|lg -z =z}
Proposition 12. Pour tout x € X, Stab, est un sous-groupe de G.

Définition 13. Si x € X, son orbite est :
O, ={g-z[g€G}
Proposition 14. Si G est fini, alors pour tout z € X, |G| = | Stab, ||O,|.

Proposition 15. L’action de G sur X est dite :
(i) fidéle, si lintersection des stabilisateurs est triviale.
(ii) libre, si tous les stabilisateurs sont triviauz.

(iii) transitive, s’il n’y a qu’une seule orbite.

Théoréme 16 (Equation aux classes). On suppose X et G finis. Soit 0
une partie X contenant un unique représentant de chaque orbite. Alors :

3 3 Gl
X = 2104 = 2 15,
€l z€l

Corollaire 17. On note Z(G) le centre de G. Si G est fini, il existe une
famille finie (H;)icr de sous-groupes stricts de G telle que :

Gl=12()]+

|G|
icl |Hil

Définition 18. Si g € G, son fixateur est :
Fixy={z e X|g-z ==z}

Théoréme 19 (Burnside). On suppose G et X finis. Soit 2 ’ensemble
des orbites distinctes. Alors :

9 =

1 .
@Z|leg|

geqG

Application 20. Le nombre de colliers de 5 perles différents que l'on
peut réaliser avec deux couleurs est 8.
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II Actions sur les groupes finis

1) Cas des p-groupes

Définition 21. Un p-groupe est un groupe d’ordre p®, ou a € N*.
Exemple 22. |Z/4Z| = 22, donc Z/AZ est un 2-groupe.
Proposition 23. Le centre d’un p-groupe distinct n’est pas trivial.
Théoréme 24 (Cauchy). Sip | |G|, alors G a un élément d’ordre p.
Exemple 25. 2|4, et 2 et d’ordre 2 dans 7. /AZ.

Définition 26. On suppose G fini d’ordre p®m, ou p t m. Un p-Sylow
est un sous-groupe de G d’ordre p©.

Exemple 27. |GL,(F,)| = p*m, ot a = @ et p t m, et

{(@ij)|ai; =0 sii>ja;; =1} C GL,(F,) est un p-Sylow.

Lemme 28. On suppose G fini d’ordre p*m, ot p t m. Soit S un p-Sylow
de G. Alors il existe a € G tel que aSa™' N H est un p-Sylow de H.

Lemme 29. Soit G un p-groupe agissant sur X. On note X l’ensemble
des points fizes de X par G. Alors | X| =|X%| mod p.

Théoréme 30 (Sylow). On suppose G fini d’ordre n = p*m, ot p{m.
(i) L’ensemble Syl,(G) des p-Sylow de G est non vide.
(ii) Tous les p-Sylow sont conjugués.

(7i7) |Syl,(G)] =1 mod p et |Syl,(G)| | m.
Corollaire 31. Soit S € Syl,(G), alors : S <G & |Syl,(G)| = 1.

Exemple 32. Un groupe d’ordre 63 posséde un sous-groupe distingué.
2) Groupe symétrique
Proposition 33. Le groupe symétrique &, agit sur [1,n] par :

S, x[1,n] — [1,n]
(0,1) —  o(i)

Remarque 34. Le stabilisateur d’un point est isomorphe a &,,.

Application 35. Soit 0 € &, alors (o) agit aussi sur [1,n]. Soient
Fy, ..., F, les orbites de [1,n] sur l'action de (). On pose :

[1,7]
x six ¢ F;
o(x) six€F;
Les o; sont des cycles a support disjoints, d’ordre |F;|, qui commutent et
onaoc=aoy - 0p.

Exemple 36. &, agit sur K[X,...

oi: | [1,n] —

T —

, Xn], avec K un corps, par :

G, xK[Xy,...,X,] —
(0, P) —

K[Xla' c 7XTL]
P(Xo(1)s - > Xo(m))

Remarque 37. Ici, K[X1,...,X,] nest pas fini, on ne peut donc pas
utiliser [’équation de Burnside. Il y a un nombre infini d’orbites.

Définition 38. On appelle type de o € &,,, notée [l1, ..., 1L,], la liste des
cardinaux des orbites de I’action de (o) sur [1,n] dans Pordre décroissant.

Exemple 39. Les types possibles d’une permutation de Ss sont :
[1,1,1,1,1], 2,1,1,1], [2,2,1], [3,1,1], [3,2], [4,1] et [5].

Théoréme 40. Deuz permutation de S, sont conjuguées si, et seulement
si, elles ont le méme type.

Proposition 41. 2, est engendré par les 3-cycles de &,,.
Proposition 42. Les cycles d’ordre 3 sont conjugués dans A, pourn = 5.

Théoréme 43. 2, est simple pour n > 5.

IIT Applications

1) Théorie des représentations
Soit G un groupe d’ordre n et V un C-espace vectoriel de dimension d.

Définition 44. Une représentation linéaire de G est un morphisme
p: G — GL(V). On appelle caractere de p la fonction g — tr(p(g)).

Définition 45. Soit p : G — GL(V) une représentation linéaire de G.
On dit qu’elle est irréductible si V' n’est pas réduit & {0} et si aucun sous-
espace vectoriel non trivial de V n’est stable par G. Le caracteére associé
une telle représentation est dit irréductible.
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Remarque 46. Se donner une représentation de G dans V revient d se
donner une action de groupes de G sur 'V en posant p(g)(z) =g - x.

Exemple 47. p: g +— Idy est une représentation de G sur V.
Définition 48. Soient ¢, : G — C deux fonctions. On pose :
1 _
(ply) = €] Z P(t)(t)
teG
(.].) est un produit scalaire.

Théoréme 49. Les caracteres irréductibles forment une base orthonor-
male de l’espace vectoriel des fonctions centrales sur G.

Théoréme 50. Le nombre des représentations irréductibles de G (d iso-
morphisme prés) est égal au nombre classes de conjugaison de G.

Théoréeme 51. Soit T un tétraédre régqulier de l’espace affine euclidien
de dimension 3. Le groupe Isom(T) des isométries préservant T est iso-
morphe a Sy.

Application 52. La table de caractéres de Sy est :

] Sy H Id \ (ab) \ (ab)(cd) \ (abc) \ (abcd) ‘

L1 1 1 1 1
e || 1] -1 1 1 —1
Y [ 3] 1 —1 0 —1
ex || 3 | =1 —1 0 1
o [2] 0 2 —1 0

2) Applications aux corps finis
Fixons K un corps et n € N*.

Définition 53. On pose 1, (K) = {¢ € K|{™ = 1} le groupe des racines
n-iemes de I'unité.

Proposition 54. Tout sous-groupe de K* est cyclique.

Définition 55. On pose K,, un corps de décomposition de X™—1 € K[X].
Le groupe u,(K) est cyclique d’ordre n. On note p*(K) Pensemble des

générateurs de u,,(K), ses éléments sont les racines primitives n-iémes de
I'unité.

Remarque 56. | (K, )| = ¢(n)

Définition 57. On définit le n-iéme polynéme cyclotomique par :

[I &x-9ekKx]

Ceny (K,)

q)n,K =

Proposition 58. X" —1 = Hd|n Q4

Proposition 59. On a ®,, 9 € Z[X]. De plus, pour o : Z — K le mor-
phisme canonique, on a ®,x(X) = o(P,q(X)). En particulier, ®p, r,
s’obtient a partir de ®, g par réduction modulo p.

Théoréme 60 (Wedderburn). Tout corps fini est commutatif.

Développements

— Simplicité de ,, pour n > 5 (41,42,43) [ ]

— Table de caractéres de &, et isométries du tétraedre (51,52) | ]

Références
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I Nombres complexes de module 1

1) Le groupe U

Définition 1. On note U = {z € C||z| = 1}, l'ensemble des nombres
complexes de module 1.

Exemple 2. +1,4+i € U.
Remarque 3. En identifiant C et R%, U est identifié  S'.

Théoréme 4. Lapplication R** x U — C* envoyant (r,u) sur ru est un
isomorphisme.

Proposition 5. Les groupes U, R/27Z et SO2(R) sont isomorphes.

Proposition 6. Le groupe U est compact et connexe.

2) Fonctions trigonométriques

Définition 7. On définit les séries entiéres suivantes :

exp(z) =¢e* = ﬁcosz: ﬂsinz: M
P =€t =2y eose) = 2 T ) =) Ty

Proposition 8. (i) Pour tout z € C, on a exp(iz) = cos(z) + isin(z).
(ii) Pour tout 21,29 € C, on a 1772 = e*1e%2,
(iii) Pour tout z € C, on a e* #0, L =e*, €# = €7 et |e*| = eR°%.
(iv) Pour tout z € C, |exp(z)| =1 < z € iR.
(v) exp est un morphisme de groupe surjectif de (C,4) dans (C*, x).
(vi) exp, sin et cos sont des séries entiéres de rayon de convergence in-
fini, et sont donc définies et holomorphes sur C. De plus, exp est
sa propre dérivée.
(vii) Pour 6 € R, cosf et sin€ sont réels.

Corollaire 9 (Moivre). Pourn e N et €R, on a :
(cosf + isin )™ = cos(nf) + isin(nd)
Corollaire 10 (Euler). Pour § € R, on a :
cosf = w et sinf = #
Application 11. On peut exprimer cos(nf) comme un polynome en
cos @ : ce sont les polynomes de Tchebychev.

3) Paramétrisation du cercle unité

Proposition 12. Dans C, U est le cercle de centre 0 et de rayon 1. Il
peut étre paramétré, a lexception de (—1,0) par Uapplication :

R — R2
1-t2 2t
to— (m? ; W)

Corollaire 13. L’ensemble des points de U a coordonnées rationnelles
sont denses dans U.

Application 14 (Triplets pythagoriciens). Soient z,y,z € N. Alors
(x,y,2) est solution de I’équation diophantienne x*+y? = 22 si, et seule-
ment si, il existe d € Z et u,v premiers entre eux tels que, a permutation
pres, on a x = d(u?® —v?), y = 2duv, z = d(u? + v?).

4) Argument, rotations et angles orientés

On identifie ici R? au plan complexe C.

Définition 15. Pour z € C*, on appelle argument de z, noté arg z, tout

réel 0 tel que é—‘ = ¢, L’argument est donc bien défini dans R /27Z.

Exemple 16. argi = 7,

Définition 17. La rotation autour de a € C d’angle 6 est I’application
79.4C — C définie pour z € C par rg4(2) = a + (z — a)e®.

argx = 0 ou 27 pour v € RT*,

Proposition 18. Les rotations sont des isométries. En particulier, U est
stable par toute rotation autour de 0.

Application 19. Les rotations du plan préservant un polygone régulier
a n cotés de centre 0 est un groupe constitué des n rotations de centre 0
et d’angle 22 pour k € [0,n — 1].

n
Remarque 20. Si on rajoute les symétries, on obtient le groupe des iso-
métries du plan préservant le polygone régulier : le groupe diédral Do,.

Proposition 21. [l existe une unique rotation envoyant u € U surv € U.

Définition 22. On appelle angle orienté l'orbite de ’action de U sur
U x U définie par z - (u,v) = (zu, zv).

Proposition 23. L’application qui d un angle orienté (u,v) associe
l'unique rotation envoyant u sur v est une bijection, notée P.

Corollaire 24. L’ensemble des angles orientés est un groupe s’il est muni

(o((om) < (i)

de lopération : (u,v) + (u/,v') = &~
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IT Racines de 'unité

1) Sous-groupes des racines de 1'unité

Définition 25. Soit n € N*. On appelle racine n-ieme de 'unité dans
C tout nombre complexe z tel que z™ = 1. On note U,, ’ensemble des
racines n-iemes de 'unité.

Définition 26. Soit n € N*. Une racine n-ieéme de I'unité est dite pri-
mitive si elle est d’ordre n dans C*. On note u, l’ensemble des racines
primitives n-iemes de I'unité.

Proposition 27. Pour n € N*, U,, est un groupe cyclique d’ordre n
engendré par e = . Les racines primitives sont les générateurs de U,.

Corollaire 28. Pourn € N*, on a |u,| = ¢(n).
Proposition 29. Un sous-groupe de U est fini ou dense.
Proposition 30. OnaUy; Cc U, & d|n, et U, = Ud|n -

Application 31. Onan=73},,¢(d).

2) Polyndémes cyclotomiques
Définition 32. On définit le n-iéme polynéme cyclotomique par :
e (X) = [[ (X - eClx]
CEpn
Proposition 33. @, est unitaire de degré o(n).
Proposition 34. Vn € N*, X" —1=[],, ®4(X)
Exemple 35. &;(X) =X —1, ®3(X) = X +1, &,(X) = S} x*
Proposition 36. Pour n € N*, ®, est dans Z[X].
Proposition 37. Pour n € N*, ®, est irréductible dans Z[X].

Lemme 38. Soit a € Z et p premier tel que p|®,(a) et p ¥ Py(a) pour
dln et d < n. Alors p = 1|n].

Théoréme 39 (Dirichlet faible). Pour n > 1, il existe une infinité de
nombres premiers congrus a 1 modulo n.

III Application aux représentations

Soit G un groupe d’ordre n et V un C-espace vectoriel de dimension d.

Définition 40. Une représentation linéaire de G est un morphisme
p: G — GL(V). On appelle caractére de p la fonction g — tr(p(g)).

Remarque 41. Se donner une représentation de G dans V revient a se
donner une action de groupes de G sur V' en posant p(g)(z) =g - x.

Exemple 42. p: g+ Idy est une représentation de G sur V.

Exemple 43. On suppose que G agit sur un ensemble X de cardinal
d. Soit (e;)zex une base de V. La représentation suivante est appelée
représentation de permutation associée a X :

GL(V)
(ex — €5.2)

p: |G —

s

Proposition 44. Soient p : G — GL(V) une représentation linéaire de
G et g € G. Alors p(g) est diagonalisable de valeurs propres dans U,,.

Corollaire 45. Soient x un caractére de G et g € G. Alors x(g) s’écrit
comme somme de racines n-iémes de 'unité.

Théoréme 46. G est abélien si et seulement si toute représentation ir-
réductible est de degré 1.

Exemple 47. La table de caractéres de Z/nZ est :

(Zmz o] 1 [ 2 [---[n-1]
X1 1 1 1 1
X2 1 w w? R \ .
X3 1] w? o o2 o w=en .
Xn 1wt | w2 w

Proposition 48. L’application + : G — G définie pour g € G par
t(g) : x = x(g) est un isomorphisme.

Proposition 49. G et G ont méme exposant.

Théoréme 50. Il existe un wunique entier { et une unique suite
dg|- - |da|dy d’entiers supérieurs d 2 tels que dy est lexposant de G et :

4
G=][z/dz

i=1
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Développements

— Etude des polynomes cyclotomiques (36,37) [Per96]
— Structure des groupes abéliens finis (48,49,50) [Col09]

— Forme faible de la progression arithmétique de Dirichlet (38,39)
[FGN13a]
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Cadre : G désigne un groupe et H un sous-groupe de G.

I Action par conjugaison

1) G agit sur lui-méme

Définition 1. On appelle isomorphisme intérieur tout automorphisme i,
donné, pour g € G par i,(h) = ghg™' pour tout h € G.

Proposition 2. G agit sur lui-méme par conjugaison en posant :

GxG — G
(9.h) +— g-h=ghg™!

Définition 3. L’orbite {ghgf1 ‘g € G} de h € G sous l'action de conju-
gaison par G sur lui-méme s’appelle la classe de conjugaison de h. Deux
éléments de G qui appartiennent a la méme classe de conjugaison sont
dits conjugués. Le stabilisateur Stabg(h) = {g€ G | ghg™t =h} de h
s’appelle le centralisateur de h dans G.

Définition 4. Le centralisateur d’une partie A de G est donnée par
Cq(A) ={g € G|Va € A, ga = ag}.

Remarque 5. On rappelle que Z(G) = {g € G|Vh € G,gh = hg} est le
centre de G. On a alors en particulier Z(G) = Cg(G).

Exemple 6. La classe de conjugaison de e est {e} et Ca(e) = G.

2) @ agit sur ’ensemble de ses sous-groupes

Proposition 7. G agit sur l’ensemble de ses sous-groupes par conjugai-
son par g-H = gHg™*.

Définition 8. On dit que H et gHg ™' sont conjugués. Le stabilisateur
de H, noté Ng(H) est appelé normalisateur de H dans G : Ng(H) =
{9eG|gHg ' =H}.

Proposition 9. On suppose que G agit sur un ensemble X . Les stabilisa-

teurs des éléments d’une méme orbite sont tous conjugués. Plus précisé-

ment, on a, pour tout x € X et tout g € G, Stabg(g-z) = gStabg(z)g™.

ITI Sous-groupe distingué et groupe quotient

1) Sous-groupe distingué
Définition 10. On dit que H est distingué dans G, noté H < G, s’il est
invariant par conjugaison, c’est-a-dire si :

VYge G, Yhe H, ghg ' € H
Exemple 11. On a toujours : {e} <G, GAG et Z(G) <1 G.
Exemple 12. Soit n € N, alors SL,(R) < GL,(R).

Définition 13. Un groupe G est dit simple s’il est non trivial et ne
posséde pas de sous-groupe distingué autre que {e} et lui-méme.

Proposition 14. Soit I un ensemble et soient H; I G pour tout i € I.
Alors (V;ep Hi 2 G.

Proposition 15. Soient K < H < G. Si K <G, alors K < H.
Proposition 16. Soit G’ un groupe, H' un sous-groupe de G' et p : G —
G’ un morphisme de groupes.

(i) Si H <G, alors o(H) < ¢(G).

(ii) Si  est surjectif, alors o(H) < G'.
(iii) Si H' < G', alors = (H') < G.
Proposition 17. H d G si, et seulement si, H est un point fize de

Uaction de G sur l’ensemble de ses sous-groupes par conjugaison. En par-
ticulier, H < G si, et seulement si, pour tout g € G on a gHg~! = H.

2) Classes d’équivalences

Théoréme 18. La relation g1 ~g g2 < Ih € H, g1 = goh” définit
une relation d’équivalence sur G dont les classes d’équivalences sont les
sous-ensembles gH = {gh|h € H} ot g € G.

Définition 19. Ces classes sont appelées classes a gauche de G modulo
H. On appelle ensemble quotient de G par ~g, et on note G/H, l'en-
semble des classes a gauche de G modulo H.

Définition 20. La quantité [G : H| = |G/H]| est l'indice de H dans G.

Théoréme 21 (Lagrange). Si G est fini, |G| = |H||G/H| = |H||G : H].
En particulier, Uordre d’un élément g € G divise lordre de G

Proposition 22. Un sous-groupe d’indice 2 est toujours distingué.
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3) Groupe quotient

Théoréme 23. Ona H < G si, et seulement si, (g1 H)*(goH) = (9192)H
définit une loi de groupe x sur G/H telle que Uapplication canonique
7w G — G/H définit par w(g) = gH soit un morphisme de groupes.

Définition 24. Le groupe (G/H, ) est le groupe quotient de G par H.
Exemple 25. Soitn € N. Alors nZ <7, et Z/nZ est un groupe.

Corollaire 26. H < G si, et seulement si, H est le noyau d’un mor-
phisme de groupe.

Théoréme 27 (Propriété universelle du quotient). On suppose que
H < G. Soient m : G — G/H le morphisme canonique et ¢ : G — G’
un morphisme de groupe. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) H C Ker(p)

(it) Il existe un unique morphisme de groupe @ :
G/H — G’ tel que le diagramme ci-contre
soit commutatif.

G —* 5 &

Exemple 28. En prenant G = Z, H = 6Z,
G =17/37 et ¢ : Z — Z/3Z le morphisme ca-
nonique, on a le diagramme commutatif ci-contre,

car 6Z C 3Z C Ker(p). 7./3Z

Théoréme 29 (Premier théoréme d’isomorphie). Soit ¢ : G — G’ un
morphisme de groupe. Alors G/ Ker(p) = Im(yp).

Exemple 30. Le morphisme de groupe det :
GL,(C)/SL,(C) =C .

GL,(C) — C* donne

Application 31. Un groupe cyclique d’ordre n est isomorphe a Z/nZ.

4) Théorémes de Sylow

Définition 32. On suppose G fini d’ordre p®m, ot p ¥ m. Un p-Sylow
est un sous-groupe de G d’ordre p©.

Exemple 33. |GL,(F,)| = p“m, ot a = "(RT_” et p t m, et

{(@ij)|ai; =0 sii>ja;; =1} C GL,(F,) est un p-Sylow.

Lemme 34. On suppose G fini d’ordre p*m, ot p t m. Soit S un p-Sylow
de G. Alors il existe a € G tel que aSa=' N H est un p-Sylow de H.

Lemme 35. Soit G un p-groupe agissant sur X. On note X ’ensemble
des points fizes de X par G. Alors | X| =|X%| mod p.
Théoréme 36 (Sylow). On suppose G fini d’ordre n = p*m, ot ptm.
(i) L’ensemble Syl,(G) des p-Sylow de G est non vide.
(i) Tous les p-Sylow sont conjugués.
(ii7) |Syl,(G)] =1 mod p et |Syl,(G)| | m.
Corollaire 37. Soit S € Syl,(G), alors : S 4 G & |Syl,(G)] = 1.

Exemple 38. Un groupe d’ordre 63 posséde un sous-groupe distingué.

IIT Exemples de sous-groupes distingués et
de groupes quotients

1) Groupe symétrique
Classes de conjugaison

Théoréme 39. Tout o € &, s’écrit comme produit de cycles d supports
disjoints. Ils correspondent aux orbites de laction de (o) sur [1,n].

Définition 40. On appelle type de o € &,,, notée [I1,...,1y,], la liste des
cardinaux des orbites de l’action de (o) sur [1,n] dans ordre décroissant.

Exemple 41. Les types possibles d’une permutation de &g sont :
[1,1,1,1,1], [2,1,1,1], [2,2,1], [3,1,1], [3,2], [4,1] et [5].

Théoréme 42. Deuz permutation de S, sont conjuguées si, et seulement
si, elles ont le méme type.

Groupe alterné
Proposition 43. 2, < &,,. De plus, &, /2, = {+1}.

Lemme 44. A, est n—2 fois transitif sur [1,n] : si on a a1,...,an_2 €
[1,n] distincts et by, ..., bp—a € [1,n] distincts, il existe o € A, tel que
o(a;) = b; pour tout i € [1,n —2].

Proposition 45. 2, est engendré par les 3-cycles de &,,.
Proposition 46. Les cycles d’ordre 3 sont conjugués dans A, pourn = 5.

Théoréme 47. 2,, est simple pour n > 5.
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2) Sous-groupe dérivé, groupe résoluble

Définition 48. Soient g1,g2 € G. On appelle commutateur de g; et go
la quantité [g1, g2] = glgggflggl. On appelle groupe dérivé de G, noté
D(@G), le sous-groupe de G engendré par les commutateurs.

Exemple 49. Si G est abélien, on a D(G) = {e}.

Proposition 50. Pour ¢g1,92,h € G, on a :

[91,92] 7 * = [92,91] et hlgi,g2]h ™ = [hgih™*, hgah "]
Proposition 51. D(G) <G

Théoréme 52. G/D(QG) est abélien. De plus, D(G) C H si, et seulement
si, HQAG et G/H est abélien.

Définition 53. G/D(QG) est appelé l'abélianisé de G.
Définition 54. On définit la suite dérivée de G par :

GO =G et VieN, GUY =DGEY) =D (G)
S’il existe n € N tel que D™(G) = {e}, G est dit résoluble.

Remarque 55. G est résoluble si, et seulement si, la suite G = GO >
GD > G?) > ... est stationnaire en {e}. Le quotient de deuz termes
consécutifs est toujours abélien.

Exemple 56. (i) Tout groupe abélien est résoluble.

(i) Un groupe simple non abélien n’est jamais résoluble.

IV  Théorie des représentations

Soit G un groupe d’ordre n et V un C-espace vectoriel de dimension d.

Définition 57. Une représentation linéaire de G est un morphisme
p: G — GL(V). On appelle caractere de p la fonction g — tr(p(g)).

Définition 58. Soit p : G — GL(V) une représentation linéaire de G.
On dit qu’elle est irréductible si V' n’est pas réduit & {0} et si aucun sous-
espace vectoriel non trivial de V n’est stable par G. Le caractere associé
une telle représentation est dit irréductible.

Remarque 59. Se donner une représentation de G dans V revient d se
donner une action de groupes de G sur 'V en posant p(g)(z) =g - x.

Exemple 60. p: g+ Idy est une représentation de G sur V.
Définition 61. Soient ¢, : G — C deux fonctions. On pose :
1 S
(ely) = il Z P(t)v(t)
teG
(.].) est un produit scalaire.

Théoréme 62. Les caractéres irréductibles forment une base orthonor-
male de ’espace vectoriel des fonctions centrales sur G.

Théoréme 63. Le nombre des représentations irréductibles de G (d iso-
morphisme prés) est égal au nombre classes de conjugaison de G.

Théoréme 64. Soit T un tétraédre régulier de l’espace affine euclidien
de dimension 3. Le groupe Isom(T) des isométries préservant T est iso-
morphe a Gy.

Application 65. La table de caractéres de Sy est :
| &4 || Id ] (ab) | (ab)(cd) | (abc) [ (abed) |

T[1] 1 1 1 1
e | 1] -1 1 1 —1
X || 3| 1 —1 0 —1
ex || 3 | =1 | -1 0 1
0 [ 2] 0 2 —1 0
Développements

(45,47) | ]

— Table de caracteres de &, et isométries du tétraedre (64,65) [ ]

— Simplicité de 2, pour n > 5
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Cadre : G est un groupe, H un sous-groupe de G, et X un ensemble.

I Définitions et premieres propriétés

1) Ordre d’un groupe

Définition 1. G est fini si son cardinal est fini. On appelle ordre de G
son cardinal, noté |G| = Card(G).

Théoréme 2 (Lagrange). L’ordre de H est fini et divise |G)|.
Définition 3. Si G est fini, 'indice de H dans G est |G/H]|, noté [G : H].
Remarque 4. |G| =[G : H]|H|, un sous-groupe d’indice 2 est distingué.
Proposition 5. Deux groupes finis isomorphes ont méme ordre.
Exemple 6. Soit f: G — G’ un morphisme, alors |G| = |Ker f||Im f|.
Proposition 7. L’intersection de sous-groupes est un sous-groupe.

Définition 8. Pour A C G, le sous-groupe engendré par A, noté (A) est
le plus petit sous-groupe de G contenant A. C’est l'intersection de tous
les sous-groupes de G contenant A.

Définition 9. L’ordre de a € G est l'ordre de (a).
Exemple 10. 2 est d’ordre 2 dans Z/AZ.

Proposition 11. Soit a € G d’ordre p, alors a? = e < p | q.
Proposition 12. L’ordre de tout élément de G divise n.
Corollaire 13. Vae G, a™ =e¢

Remarque 14. L’ordre de a € G est le plus petit k € N* tel que a* = e.

2) Action de groupe
Définition 15. Une action de groupes est la donnée d’une application
G x X — X définie par (g,z) — g -z telle que :
(i) VeeX, e-x=x
(i) Vg1,92 € G, Vz € X, g1+ (92 %) = (g192) - @
On dit que G agit sur X.

Proposition 16. La donnée d’une action de groupe de G sur X est équi-
valente d la donnée d’un morphisme G — S(X), ot S(X) désigne l’en-
semble des bijections de X dans X.

Exemple 17. G agit sur lui-méme par conjugaison.

Théoréme 18 (Cayley). Si G est fini de cardinal n, alors G est iso-
morphe a un sous-groupe de S, .

Définition 19. Si z € X, son orbite est O, = {g-x|g € G}.
Définition 20. Si z € X, son stabilisateur est S, = {g € G|g -z = z}.
Proposition 21. Pour tout x € X, S, est un sous-groupe de G.
Proposition 22. Si G est fini, alors, pour tout x € X, |G| = |Sz||04].

Théoréme 23 (Equation aux classes). On suppose X et G finis. Soit 0
une partie X contenant un unique représentant de chaque orbite. Alors :

G
xi=-Ylol-% &

z€el x€eh

Corollaire 24. Si G est fini, il existe une famille finie (H;);c1 de sous-
groupes stricts de G telle que :

6= 12|+ ¥ 1

iel

ot Z(G) est le centre de G.

3) Notion de p-groupe, pour p premier

Définition 25. Un p-groupe est un groupe d’ordre p®, ot a € N*.
Exemple 26. |Z/4AZ| = 22, donc Z/AZ est un 2-groupe.
Proposition 27. Le centre d’un p-groupe distinct n’est pas trivial.
Théoréme 28 (Cauchy). Sip | |G|, alors G a un élément d’ordre p.
Exemple 29. 2|4, et 2 et d’ordre 2 dans Z/AZ.

Définition 30. On suppose G fini d’ordre p*m, olt p { m. Un p-Sylow
est un sous-groupe de G d’ordre p®.

‘suoryedifdde jo so[dweoxy ‘SIuy susi[oqe uou 38 sual[aqe sodnoin) - FO|



a1

Exemple 31. |GL,(F,)| = p“m, ot a = o=l oy p 1 m, et
{(@ij)|ai; =0 sii>ja;; =1} C GL,(F,) est un p-Sylow.

Lemme 32. On suppose G fini d’ordre p®m, ot ptm. Soit S un p-Sylow
de G. Alors il existe a € G tel que aSa~' N H est un p-Sylow de H.

Lemme 33. Soit G un p-groupe agissant sur X. On note X l’ensemble
des points fizes de X par G. Alors | X|=|X%| mod p.

Théoréme 34 (Sylow). On suppose G fini d’ordre n = p*m, ot p{m.
(i) L’ensemble Syl,(G) des p-Sylow de G est non vide.
(i) Tous les p-Sylow sont conjugués.

(7i7) |Syl,(G)] =1 mod p et |Syl,(G)| | m.

Corollaire 35. Soit S € Syl,(G), alors : S I G < |Syl,(G)| = 1.

Exemple 36. Un groupe d’ordre 63 posséde un sous-groupe distingué.

IT Groupes remarquables

1) Groupes cycliques

Définition 37. G est monogene §'il existe a € G tel que G = (a).
Définition 38. G est cyclique s’il est monogene et fini.
Proposition 39. Tout groupe cyclique est abélien.

Exemple 40. Z/nZ est cyclique.

Proposition 41. Si G est cyclique d’ordre n, alors G 2 Z/nZ.

Proposition 42. L’ensemble des racines n-iémes de ['unité est iso-
morphe a Z/nZ.

Proposition 43. Si |G| est premier, alors G est cyclique, engendré par
n’importe quel élément non neutre.

Proposition 44. Si G est cyclique, d’ordre n, et engendré par a € G,
alors : G = (a*) & kAn=1.

Exemple 45. 1,5, 7 et 12 sont générateurs de 7./127.

Proposition 46. Tout sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique.

2) Groupe symétrique S,

Définition 47. On note &,, ’ensemble des bijections de [1,n] dans [1, n].
Ses éléments sont appelés permutations.

Proposition 48. |&,,| = n!

Définition 49. Une transposition est une permutation échangeant deux
éléments 4 et j de [1,n] distincts et fixant les autres. On la note (¢ j).

Théoréme 50. Les transpositions engendrent S,,.

Définition 51. Un cycle de longueur k est une permutation, notée
o=(ay ag ... a), ot o(a;) = o(a;41) pour i € [1,k — 1], o(ax) = a; et
qui fixe les autres éléments de [1,n].

Corollaire 52. On a les engendrements suivants :
(i) (12), (13), ..., (1 n) engendrent &,,.
(i) (12), (23), ..., (n—1) n) engendrent S,,.
(ii) (12) et (12 ... n) engendrent &,

Définition 53. On appelle support d’une permutation o, noté supp(o),
Pensemble des éléments de [1,n] qui ne sont pas fixés par o.

Proposition 54. Deux permutations a support disjoints commutent.
Proposition 55. Si o est un cycle de longueur k, alors o* = Id.

Théoréme 56. Toute permutation se décompose en produit de cycles a
supports disjoints. Cette décomposition est unique da l’ordre pres.

Exemple 57. (1234) = (12)(34) = (3 4)(12)

Proposition 58. Soient o = (ay as ...
1 T(ag)).

Alors ror™t = (1(ay1) ...
Définition 59. Soit 0 € &,,. On définit la signature de o par :

ax) un cycle d’ordre k et 7 € &,,.

11 o(j) = o(i)

j—i

e(o) =
1<i<j<n
Proposition 60. La signature posséde les propriétés suivantes :
(i) Vo € &,, (o) € {£1}
(ii) Vo,0’ € &,, e(oo’) =e(o)e(o’)
(iii) Si o est un cycle d’ordre k, alors e(o) = (—1)k—1.
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Définition 61. 2, = e~ 1({1}) est le groupe alterné.

Définition 62. Un groupe est dit simple si ses seuls sous-groupes distin-
gués sont le sous-groupe trivial et lui-méme.

Définition 63. On appelle type de o € &,,, notée [ly, ..., 1], la liste des
cardinaux des orbites de l'action de (o) sur [1,n] dans l'ordre décroissant.

Exemple 64. Les types possibles d’une permutation de S5 sont :
[1,1,1,1,1], [2,1,1,1], [2,2,1], [3,1,1], [3,2], [4,1] et [5].

Proposition 65. 2, est engendré par les 3-cycles de &,,.
Proposition 66. Les cycles d’ordre 3 sont conjugués dans A, pourn = 5.

Théoréme 67. 2, est simple pour n > 5.

Remarque 68. Pourn =4, {Id, (1 2)(3 4),(1 3)(24),(14)(23)} QA,.

III Théorie des représentations

Soit G un groupe d’ordre n et V un C-espace vectoriel de dimension d.

Définition 69. Une représentation linéaire de G est un morphisme
p: G — GL(V). On appelle caractére de p la fonction g — tr(p(g)).

Définition 70. Soit p : G — GL(V) une représentation linéaire de G.
On dit qu’elle est irréductible si V' n’est pas réduit a {0} et si aucun sous-
espace vectoriel non trivial de V' n’est stable par G. Le caractére associé
une telle représentation est dit irréductible.

Remarque 71. Se donner une représentation de G dans V revient a se
donner une action de groupes de G sur V' en posant p(g)(z) =g - x.

Exemple 72. p: g+ Idy est une représentation de G sur V.
Définition 73. Soient ¢,1 : G — C deux fonctions. On pose :
1 R
(ply) = €] Z P(t)(t)
teG
(.].) est un produit scalaire.

Théoréme T74. Les caracteres irréductibles forment une base orthonor-
male de l'espace vectoriel des fonctions centrales sur G.

Théoréme 75. Le nombre des représentations irréductibles de G (d iso-
morphisme prés) est égal au nombre classes de conjugaison de G.

Théoréme 76. Soit T un tétraédre régulier de ’espace affine euclidien
de dimension 3. Le groupe Isom(T) des isométries préservant T est iso-
morphe a Gy.

Application 77. La table de caractéres de Sy est :
[ &4 || Id ] (ab) | (ab)(cd) | (abc) [ (abed) |

I T1] 1 1 1 1
e [ 1] -1 1 1 -1
X | 3] 1 —1 0 —1
ex || 3 | -1 —1 0 1
o [ 2] 0 2 —1 0

Proposition 78. L’application + : G — G définie pour g € G par

t(g) : x = x(g) est un isomorphisme.
Proposition 79. G et G ont méme exposant.

Théoréeme 80. Il existe un wunique entier { et une unique suite

dg|---|d2|dy d’entiers supérieurs d 2 tels que dy est l'exposant de G et :
£
G H 7.]d; 7.
i=1
Développements

— Simplicité de 2(,, pour n > 5 (65,67) | ]
— Table de caractéres de &4 et isométries du tétraedre (76,77) [ ]
— Structure des groupes abéliens finis (78,79,80) | ]

Références

[ ] X. Gourdon. Les Maths en Téte : Algébre. Ellipses, 2e édition

[ ] D. Perrin. Cours d’Algébre. Ellipses

[ ] J.-P. Serre. Représentations linéaires des groupes finis. Hermann
[ ] P. Colmez. Eléments d’analyse et d’algébre. Les éditions de I'Ecole
Polytechnique
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Cadre : Soient E un ensemble et n € N*.

I Généralités sur le groupe symétrique

1) Définitions et premieéres propriétés

Définition 1. L’ensemble G(E) des bijections de E dans F, muni de
la composition des applications, est un groupe qu’on appelle groupe sy-
métrique de E. On note simplement &,, le groupe &([[1,n]). On appelle
permutation les éléments de & (E).

Proposition 2. On a une bijection entre les actions d’un groupe G sur
E et les morphismes ¢ : G — S(E).

Proposition 3. Si E est de cardinal fini n, alors les groupes &(E) est
S, sont isomorphes. De plus, |&,| = nl.

Corollaire 4. On suppose E de cardinal fini n. A toute numérotation
des éléments de E correspond une bijection entre les actions d’un groupe
G sur E et les morphismes ¢ : G — &,,.

Définition 5. Soit o0 € G,,. On note :

i)

3) et p=(13%3) dans S3. On a alors
). Ainsi &,, n'est en général pas abélien.

7 <o<11> a<22>

Exemple 6. Soient o = (

123

12
21
cop=(313) etpoo=(53%

Théoréme 7 (Cayley). Toul groupe fini d’ordre n est isomorphe d un
sous-groupe de S, .

2) Orbites et cycles

Définition 8. Soit 0 € G,,.

(i) Les éléments ¢ de [1,n] qui vérifient o(i) = i sont appelés points
fixes de la permutation o.

(ii) L’ensemble [1,n] privé des points fixes de la permutation o est ap-
pelé support de o et noté supp(o).

Proposition 9. Les permutations d supports disjoints commutent.

Définition 10. Soient ¢ € N* et iq,...,3, € [1,n]. On consideére la per-
mutation v € &,, définie pour j € [1,n] par :

j sij & {i1,..., 0}
v(j) = igy1 sij =i avec k </
i1 sij =1y
On dit que 7 est un cycle de longueur ¢, noté v = (i1 iy - --
de longueur 2 est appelé une transposition.

i¢). Un cycle

Exemple 11. Avec la notation générale des permutations, le cycle
(1425)e S5 s%éerit (12343).

Proposition 12. Le groupe &,, agit naturellement sur [1,n] par permu-
tations. Cette action est donnée pour o € &, eti € [1,n] paro-i = o(i).

Théoréme 13. Toute permutation s’écrit comme produit de cycles a sup-
ports disjoints. Ils correspondent auz orbites de laction de (o) sur [1,n].
Cette décomposition est unique a [’ordre preés.

Exemple 14. (; 3 ;‘) —(12)(34) = (34)(12)

Définition 15. On appelle type de o € &,,, notée [I1,...,1y,], la liste des
cardinaux des orbites de l'action de (o) sur [1,n] dans ordre décroissant.

Exemple 16. Les types possibles d’une permutation de Ss sont :
[1,1,1,1,1], [2,1,1,1], [2,2,1], [3,1,1], [3,2], [4,1] et [5].

Théoréme 17. Deux permutation de &, sont conjuguées si, et seulement
st, elles ont le méme type.

3) Générateurs
Lemme 18. Tout cycle d’ordre £ est produit de ¢ — 1 transpositions. On
a en fait (il ’ig e ig) = (il ig)(ig ig) e (’ig,1 ’ig).
Exemple 19. Pourc =(3152) € S5, onao=(31)(15)(52).
Corollaire 20. Les familles suivantes engendrent S, :

(i) {(14)|1<i<n}

(i) {Gi+1)]1<i<n}

(@) {(12),(12 ... n)}

Remarque 21. Quel que soit n, deux éléments suffisent a engendrer G,,.
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IT Signature et groupe alterné

1) Signature
Définition 22. Soit 0 € G,,. On définit la signature de o par :

[ 2u-cw

e(o) = =

1<i<j<n
Exemple 23. ¢((12)) = -1

Proposition 24. La signature posséde les propriétés suivantes :
(i) Vo € 6,, (o) € {£1}
(i) Vo,0’ € &,, e(oco’) =e(o)e(d’)

(iii) Si o est un cycle d’ordre k, alors e(o) = (—1)F1.

2) Groupe alterné

Définition 25. Le noyau du morphisme ¢ est un sous-groupe de &,,, noté
2, et appelé groupe alterné.

Proposition 26. 2, < &,,. De plus, &, /U, = {£1}.

Lemme 27. 2, est n— 2 fois transitif sur [1,n] : st on a ay,...,a,—2 €
[1,n] distincts et by,...,bu—o € [1,n] distincts, il existe o € U, tel que
o(a;) = b; pour tout i € [1,n —2].

Proposition 28. Les cycles d’ordre 3 sont conjugués dans A, pourn = 5.
Proposition 29. 2(,, est engendré par les 3-cycles de G,,.

Définition 30. Un groupe non trivial est dit simple si ses sous-groupes
distingués sont le groupe trivial et lui-méme.

Exemple 31. 204 n’est pas simple.
Théoréme 32. 2, est simple pour n > 5.
Corollaire 33. Pour n =5, le groupe dérivé de U, est 2, .

Corollaire 34. Pour n > 5, les sous-groupes distingués de &,, sont &,
A, et {Id}.

IIT Applications

1) Déterminants

K est un corps, E est un K-espace vectoriel de dimension n € N* et

B =(ey,...,e,) une base de E.

Définition 35. Soient Fi,...,FE, et F' des K-espaces vectoriels. Une

application FofBix...x B — F est dite p-linéaire
(1, ) +— f(x1,...,20)

si, en tout point, les p applications partielles sont linéaires. On note
f e L(Er x ... x E,, F). On parle de formes p-linéaires sur E si
E,=...=FE, =FEet F =K, I'ensemble des formes p-linéaires sur
E est noté Z,(E,K).

Exemple 36. Soient ¢, ...
dans Z,(E,K).
Définition 37. Soit f € .%,(E,K).
(i) f est dite alternée si f(x1,...
les z; sont égaux.

vop € L(E,K). Alors ¢ = (¢1,...,¢p) est

,zp) = 0 dés que deux vecteurs parmi

(ii) f est dite antisymétrique si I’échange de deux vecteurs dans la suite
(x1,...,zp) donne & f des valeurs opposées.

Remarque 38. Soit f € Z,(E,K), f est antisymétrique si, et seulement
st, pour tout o € &, et pour tout (z1,...,x,) € EP, on a :

f(a?g(l), e ,.Tg(p)> = E(O’)f(xl, e ,.’Ep)
Théoréeme 39. Soit f € Z,(E,K). Si car(K) # 2, alors f est antisymé-
trique si, et seulement si, f est alternée.
Théoréme 40. L’ensemble des formes n-linéaires alternées sur E est un
K-espace vectoriel de dimension 1. De plus, si x; s’écrit (x1,...,%n,;)
dans la base B, les formes n-linéaires alternées sur E sont les applications
qui sont de la forme :

flxe,. .. zn) = A Z £(0)Z1,6(1) -+ Tn,o(n), avec A € K
ceG,
Définition 41. On appelle déterminant dans la base B l'unique forme

n-linéaire alternée sur E prenant la valeur 1 sur la base B :

dgt(xla s axn) = Z g(o—)xl,a(l) -« Ln,o(n)
ceS,
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2) Groupe symétrique et géométrie

On considere F un R-espace affine euclidien.

Définition 42. Soit X une partie de E. On note Isom(X) le sous-

ensemble de O, (R) des isométries qui stabilisent X.

Définition 43. Un polygone convexe de R? est dit régulier si tous ses
cOtés sont de méme longueur, et si les angles entre deux cotés sont égaux.

Définition 44. On appelle groupe diédral le groupe D,, formé des iso-

métries du polygone régulier a n cotés.

Proposition 45. D,, est engendré par une symétrie et une rotation.

Théoréme 46. Soit T un tétraédre régulier de ’espace affine euclidien
de dimension 3. Le groupe Isom(T) des isomélries préservant T est iso-

morphe a Sy.

Application 47. La table de caractéres de Sy est :

] Sy H Id \ (ab) \ (ab)(cd) \ (abc) \ (abcd) ‘

T 1] 1 1 1 1
e [ 1] =1 1 1 1
Y 3] 1 1 0 1
ex || 3 | —1 -1 0 1
o [ 2] 0 2 1 0
Développements

— Simplicité de 2, pour n =5 (29,32) | ]

— Table de caractéres de &, et isométries du tétracdre (46,47) |
Références
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Cadre : Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*, ou K
est un corps commutatif.

I Le groupe linéaire GL(F)

1) Définition et premiéres propriétés

Définition 1. Le groupe linéaire GL(E) de E est 'ensemble des K-
automorphismes de F, c’est-a-dire des applications K-linéaires bijectives
de F dans E. C’est un groupe pour la composition des applications.

Exemple 2. Les homothéties et les rotations sont dans GL(E).

Proposition 3. Soit u € L(E). Alors la surjectivité de u, son injectivité
et sa bijectivité sont équivalentes.

Proposition 4. Pour une base B donnée de E, on a un isomorphisme

de GL(E) sur GL,(K).
Proposition 5. Soitu € L(E). u € GL(E) si, et seulement si, det u # 0.

Définition 6. Le déterminant det : GL(E) — K* est un morphisme de
groupes. On appelle groupe spécial linéaire, noté SL(FE), son noyau.

Proposition 7. SL(E) est un sous-groupe distingué de GL(E), et
GL(E)/SL(E) = K*.

2) Quelques éléments de GL(E)
Dilatations

Proposition 8. Soient H un hyperplan de E et w € GL(E) tel que
u|lg = Idy. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) det(u) =A#1

(ii) X\ est valeur propre de u et u est diagonalisable.
(iti) D =Im(u— Idg) ¢ H

(iv) La matrice de u dans une certaine base est D;()\).

u est alors une dilatation d’hyperplan H de droite D et de rapport .

Proposition 9. Deux dilatations de méme rapport sont conjuguées.

Transvections

Proposition 10. Soient H = Ker(f) un hyperplan de E et uw € GL(E)
tel que uw # Idg et ulg = Idy. On note D = Im(u — Idg). Les assertions
sutvantes sont équivalentes.

(i) det(u) =1

(i) w n’est pas diagonalisable.

(iii) D C H

(iv) u: E/H — E/H définie par a(ZT) = u(x) est lidentité.

(v) Il existe a € H \ {0} tel que w = Idg + fa.

(vi) La matrice de uw dans une certaine base est T; j(A).
u est alors une transvection d’hyperplan H de droite D.
Corollaire 11. Soitu € GL(E) tel que u # Idg. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) u est une transvection de droite D.

(ii) u: E/D — E/D définie par u(T) = u(z) est 'identité et u|p = Idp.

Homothéties

Définition 12. Soit u € GL(E). On dit que u est une homothétie de
rapport A € K* si u = Al dg.

Proposition 13. Soit u une homothétie de rapport A. Alors detu = A™.
Proposition 14. Soit w € GL(FE). Alors u est une homothétie si, et

seulement si, u stabilise toutes les droites.

3) Générateurs

Lemme 15. On suppose E de dimension n > 2. Soient x,y € E\ {0}. Il
existe une transvection u ou un produit de deux transvections uv, tel que
u(z) =y ou wv(z) =y.

Théoréme 16. Les transvections engendrent SL(E).

Théoréme 17. Les transvections et les dilatations engendrent GL(E).
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IT Sous-groupes de GL(F)

1) Centres

Théoréme 18. Le centre de GL(E) est Z(GL(E)) = {\dg |\ € K*}.
Le centre de SL(E) est Z(SL(E)) = Z(GL(E))NSL(E).

Exemple 19. On considére K =R Alors Z(GL(E)) = {£Idg}. De plus,
Z(SL(E)) ={Idg} sin est impair, et Z(SL(E)) = {xIdg} sin est pair.

Exemple 20. On considére K = C Alors Z(SL(E)) 2 Z/nZ.

Définition 21. Le quotient de GL(E) (resp. SL(E)) par son centre est
appelé groupe projectif (spécial) linéaire, noté PGL(E) (resp. PSL(E)).

2) Groupe orthogonal O(F)

On suppose ici que car(K) # 2. Soit ¢ une forme quadratique sur E de
forme polaire f.

Définition 22. On appelle groupe orthogonal 'ensemble O(q) défini par :
O(q) ={u € GL(E) |Vz € E, q(u(z)) = q(z)}

Les éléments de O(q) sont appelés les isométries de E relativement & q.

On note SO(q) les isométries de déterminant 1.

Proposition 23. O(q) est un sous-groupe de GL(E).

Proposition 24. Siu € GL(E) est tel que u? = Idg, il existe une dé-
composition E = ET @ E~ telle que u|g+ = Idg et u|lg- = —Idg. Si
E~ = {0}, on dit que u est une involution. Si dim E— =1 (resp. 2), on
dit que u est une réflexion (resp. un renversement).

Proposition 25. Siu € GL(E) est tel que u?> = Idg, alors u est une
isométrie pour q si, et seulement si, ET et E~ sont orthogonauz.

Théoréme 26. Si f est le produit scalaire usuel sur R™, alors O(q) est
engendré par les réflexions, et SO(q) par les renversements sin > 3.

Théoréme 27. Soit M € O,(R), alors M est semblable d :

I, 0
—Im 0; €]0;2x[\ {n}
Ry, avec R — cosf; —sinb;
% = \sin6; cos#;
0 Ry

ITII Actions de GL(F) et de ses sous-groupes

1) Action sur les sous-espaces de E

Le groupe GL(F) agit sur E par u -z = u(x), et sur 'ensemble des sous-
espaces vectoriels de E de méme dimension par f -V = f(V).

Remarque 28. Ces actions de groupes sont transitives.

Proposition 29. La restriction ¢ SL(E) de ces actions est encore tran-
sitive. De méme, si E est euclidien, la restriction ¢ SO(E) est transitive.

2) Action sur les espaces de matrices

Action par translation
Le groupe GL,,(K) agit sur M,,(K) par multiplication & gauche.

Proposition 30. Les orbites sont en bijections avec les sous-espaces vec-
toriels de K" : A~ B < Ker A = Ker B.

Proposition 31. Toute matrice est dans l'orbite d’une unique matrice
échelonnée.

Action par conjugaison

Le groupe GL,(K) agit sur M,,(K) par P- M = PMP~!. Cette action
traduit le changement de base. La réduction des endomorphismes consiste
a trouver des représentants élémentaires des orbites de cette action.

Théoréme 32. Soit A € M,,(C). On note O4 lorbite de A pour cette
action. Alors Oa est fermé dans M, (C) si, et seulement si, A est diago-
nalisable. De plus, O € O 4 si, et seulement si, A est nilpotente.

Proposition 33. Deuz matrices A, B de M,(R) sont semblables dans
M, (C) si, et seulement si, elles le sont dans M, (R).

Action par équivalence

Le groupe GL,,(K) x GL,,(K) agit sur M, ,,,(K) par (P,T)-M = PMT!.
Deux matrices de la méme orbites sont dites équivalentes. On peut définir
le rang d’une matrice comme sa classe de conjugaison pour cette action.

Proposition 34. Soit K =R ou C. En notant O, l'orbite des matrices
de rang r, on a que, pour tout r < min(n,m), O, = ngr Og.
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IV Eléments de topologie

On se place dans K = R ou C. On munit M,,(K) d’une norme quelconque.
Proposition 35. L’ensemble GL,,(K) est dense dans M, (K).

Proposition 36. L’ensemble GL,,(C) est connexe dans M, (C), cepen-
dant GL,(R) n’est pas conneze et admet deux composantes connezes.

Proposition 37. L’ensemble SL,(K) est conneze dans M, (K).

Proposition 38. L’ensemble SO, (K) est conneze par arcs, et On(R) a
deux composantes connexes homéomorphes.

Proposition 39. Le groupe O,(R) est compact.

Théoréme 40 (Décomposition polaire). On a les homéomorphismes :

O0,(R) x SFT(R) — GL,(R) U(R)x HST(R) — GL,(R)
(0,9) — oS (U,H) — UH

Corollaire 41. Tout sous-groupe compact de GL,(R) qui contient le
groupe orthogonal O, (R) est le groupe O, (R) lui-méme.

Développements

— Générateurs de GL(E) et de SL(E) (15,16,17) [ ]
— Réduction des endomorphismes normaux (27) [ , ]

— Décomposition polaire (40) | ]

Références
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Cadre : G est un groupe fini de cardinal n, V' est un C-espace vectoriel
de dimension finie d.

I Représentation d’un groupe fini

1) Définitions et premiers exemples

Définition 1. Une représentation linéaire de G dans V' est un morphisme
p: G — GL(V). On notera souvent ps au lieu de p(s). On dit que V est
un espace de représentation de G. Le degré de p est d = dim V.

Exemple 2. La représentation triviale la représentation de degré 1 :

G — C
s — 1

p:

Exemple 3. On suppose que G agit sur un ensemble X de cardinal d.
Soit (ex)rex une base de V. La représentation swivante est appelée repré-
sentation de permutation associée a X :

G —
S —

GL(V)
(ex > €5.2:)

p:

Exemple 4. On suppose que d = n. Soit (et)ieq une base de V. La
représentation suivante est appelée représentation réguliére :

R: |G —
s —>

GL(V)
(et —> est)

Définition 5. Soient p: G — GL(V) et p’ : G — GL(V') deux représen-
tations linéaires de G. On dit que ces représentations sont isomorphes (ou
semblables) s'il existe un isomorphisme 7 : V' — V' qui vérifie Tops = plor
pour tout s € G.

Remarque 6. Deuz représentations isomorphes ont méme degré.
Exemple 7. Soit p une représentation de G. On suppose qu’il existe

w € W tel que (ps(w))sec soit une base de V. Alors p est isomorphe d la
représentation réguliére par es — ps(w).

2) Sous-représentations

Définition 8. Soit p: G — GL(V) une représentation linéaire, et soit W
un sous-espace vectoriel de V' stable par G (donc stable par ps pour tout
s € (7). On définit alors une sous-représentation de p par :

plw:| G — GLW)
s —  pslw

Exemple 9. Soit R : G — GL(V) la représentation réquliére de G. Soient
T =73 cqes et W = Vect(x). Alors, pour tout s € G, on a Rs(x) = .
Ainsi, T|w est une sous-représentation de T, qui est isomorphe d la re-
présentation unité par A — Ax.

Théoréme 10 (Théoréme de Maschke). Soit p: G — GL(V) une repré-
sentation linéaire, et soit W un sous-espace vectoriel de V' stable par G.
1l existe alors un supplémentaire Wy de W dans V' qui est stable par G.

3) Représentations irréductibles

Définition 11. Soit p: G — GL(V) une représentation linéaire de G. Si
V =@;_, Vi, on dit alors que p est la somme directe des p; = plv;, que
'on note p = @;_, pi-

Définition 12. Soit p : G — GL(V) une représentation linéaire de G.
On dit qu’elle est irréductible si V' n’est pas réduit a {0} et si aucun
sous-espace vectoriel non trivial de V n’est stable par G.

Remarque 13. Toute représentation de degré 1 est irréductible.

Théoreme 14. Toute représentation linéaire est somme directe de repré-
sentations irréductibles.

Remarque 15. Cette décomposition n’est pas unique en général. En ef-
fet, si, pour tout s € G, ps = Idy, p peut se décomposer de bien des
facons en écrivant V. comme somme directe de droites vectorielles.
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II Caractere d’un groupe fini

1) Définitions et premiéres propriétés

Définition 16. Soit p : G — GL(V) une représentation linéaire de G.
On appelle caractére de p la fonction :

G — C
s +— tr(ps)

Proposition 17. Soit x le caractére d’un représentation de degré n.
(i) x(e) =n
(ii) Vs € G, x(s71) = x(s)

(iii) x est central : Vs, t € G, x(tst™1) = x(s)

Proposition 18. Soit p: G — GL(V) une représentation linéaire de G
de caractére x. On suppose que p est somme directe de représentations
: G — GL(V;) de caractéres x; pour i € [1,r]. Alors x = >, Xr-

Exemple 19. On suppose que G agit sur un ensemble X. Soit p la re-
présentation de permutation correspondante. Alors :

VseqG, x(s)=Card({x € X|s-x=ux})

2) Lemme de Schur, premiéres applications

Proposition 20 (Lemme de Schur). Soient p* : G — GL(Vi) et
0% G — GL(V,) deuz représentations irréductibles de G. Soit f : Vi — Vs
une application linéaire telle que, pour tout s € G, p2o f = fopl. Alors :

(i) Sip' et p* ne sont pas isomorphes, alors f = 0.
(ii) SiVi =
Corollaire 21. Soient p' : G — GL(V}) et p? : G — GL(Vz) deux repré-

sentations irréductibles de G. Soit h une application linéaire de Vi dans
Vs, et posons pour tout t € G :

|G‘ Z pt 1hpt

teG

Vo et pt = p?, alors f est une homothétie.

(i) Sip' et p* ne sont pas isomorphes, alors h° = 0.

(ii) SiV; = br(h)

dim Vy *

Vy et pt = p?, alors h° est une homothétie de rapport

Définition 22. Soient ¢, : G — C deux fonctions. On pose :

e el

teG

Théoréme 23. Soient p* : G — GL(V}) et p* : G — GL(V,) deux re-
présentations irréductibles de G. Pourt € G, on écrit (r; ;(t))i<ij<n, 0
matrice de p; dans une base de Vi et (u; j(t))1<ij<n, la matrice de p?
dans une base de Vy. Soient i1, j1 € [1,n1] et ia, jo € [1,n2], alors :
(i) Si p* et p* ne sont pas isomorphes, alors on a (Wi, j,,7iy 1) = 0.
(’LZ) SZ‘/1 52115j27j1'

_ 1_ 2 o
="Vs et p' = p?, alors on a (Ui, jy,Tiy j1) =

3) Orthogonalité des caractéres

Définition 24. Soient ¢, : G — C deux fonctions. On pose :

(el) = 17 Zw

teG
(.].) est un produit scalaire.
Remarque 25. Si x est un caractére, alors (¢, x) = (¢|x)-
Théoréme 26. (i) Si x est le caractére d’une représentation irréduc-
tible, on a (x|x) = 1.
(ii) Si x et X' sont les caractéres de deux représentations irréductibles
non isomorphes, on a (x|x’) = 0.

Remarque 27. Les caractéres irréductibles sont un systéme orthogonal.

Théoréme 28. Soit p : G — GL(V) une représentation linéaire de G,
de caractére x, et supposons p décomposée en somme directe de représen-
tations irréductibles : p = @._, p;. Alors, si py est une représentation
irréductible de caractére xo, le nombre de p; isomorphes da pg est égal au
produit scalaire (x|xo0) = (X, Xo)-

Remarque 29. Le nombre des p; isomorphes d représentation irréduc-
tible donnée ne dépend pas de la décomposition.

Corollaire 30. Deux représentations de méme caractére sont iso-
morphes.

Théoréme 31. Soit p : G — GL(V) une représentation linéaire de G,
de caractére x. Alors (x|x) = Y., mZ, o Uon a écrit p = E,_, mip;.

Corollaire 32. Si x est un caractére, alors (x|x) est un entier positif, et
vaut 1 si, et seulement si, il est irréductible.
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4) Nombre de représentations irréductibles

Proposition 33. Soit f une fonction centrale sur G, et soit p : G —
GL(V) une représentation linéaire de G. Soit p Uapplication linéaire de V
dans lui-méme définie par py = 3, [(t)pt. Si p est irréductible de degré

n et de caractére x, alors py est une homothétie de rapport A = % (f1x)-

Théoréme 34. Les caractéres irréductibles forment une base orthonor-
male de l’espace vectoriel des fonctions centrales sur G.

Théoréme 35. Le nombre des représentations irréductibles de G (4 iso-
morphisme prés) est égal au nombre classes de conjugaison de G.

Proposition 36. Soit s € G et soit ¢(s) le nombre d’éléments de la classe
de conjugaison de s. Soient x1,..., Xk les caractéres irréductibles de G.

(i) 51 xa)vals) =
A

(it) Sit e G n’est pas conjugué a s, on a Y, xi(s)xi(t) =0.

IIT Tables de caractéres

1) Généralités

Définition 37. On note C1,...,C, les classes de conjugaison de G et
X1,---5Xr les caracteres irréductibles de G. On appelle table de carac-
teres de G le tableau de taille 7 X r dont la valeur a la ligne ¢ et a la
colonne j vaut x;(Cj).

Exemple 38. Table de Dg et de Hg (voir Annexe). Ces groupes ont méme
table de caractéres mais ne sont pas isomorphes.

2) Groupes cycliques et abéliens
Supposons que G est abélien.

Théoréme 39. G est abélien si et seulement si toute représentation ir-
réductible est de degré 1.

Exemple 40. Table de Z/nZ (voir Anneze).
Définition 41. L’exposant de G est le ppcm des ordres de ses éléments.

Définition 42. On pose G l'ensemble des caractéres de G. Clest un
groupe, appelé groupe dual de G.

Proposition 43. L’application + : G — G définie pour g € G par

t(g) : x = x(g) est un isomorphisme.
Lemme 44. ] existe un élément de G d’ordre l’exposant de G.
Proposition 45. G et G ont méme exposant.

Théoréme 46. Il existe un wunique entier { et une unique suite
dg|---|da|dy d’entiers supérieurs d 2 tels que dy est l'exposant de G et :

14
G=][z/dz
i=1

Corollaire 47. G et G sont isomorphes.

3) Tables et simplicités

Lemme 48. Soit p : G — GL(V) une représentation linéaire de G de
caractére x. Alors Ker(p) = Ker(x) = {g € G| x(9) = x(e)}.

, Xk les caractéres irréductibles de G. Les
Ker(x;) ou I C [1,k].

Proposition 49. Soient x1,...
sous-groupes distingués de G sont les [;c;
Corollaire 50. G est simple si, et seulement si, pour tout caractére ir-
réductible non trivial de G et tout g € G\ {e} on a x(g) # x(e).
Exemple 51. Tables de S3 et &4 (voir Annexe).

Remarque 52. Grice a leurs tables de caractéres, on voit que G3 est
simple, mais &4 ne lest pas car le sous-groupe Ker(0) des doubles trans-
positions et Ay = Ker(e) sont distingués et non triviauz.

Développements

— Structure des groupes abéliens finis (43,44,45,46) | ]

— Table de caracteres de G4 et isométries du tétraedre (51) | ]
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Annexes S5 [[ 1d [ (ab) [ (abe) |
1] 1] 1 1
€ 1 -1 1
9 2] 0 | -1

(D5 [ Gid} [0} [{rr™} [ {7} [ {rsar®s) |

FIGURE 4 — Table de caracteres de ©3

i || 1 1 1 1 1
Y2 || 1 1 —1 1 1
s || 1 1 1 —1 —1
X4 1 1 —1 —1 1 [ &4 [ 1d [ (ab) | (ab)(cd) | (abe) | (abed) |
Xs || 2 | =2 0 0 0 T 1] 1 1 1 1
FIGURE 1 — Table de caracteres de Dg ; :1)) _11 _11 (1) :1
X 3 —1 —1 0 1
0 2 0 2 -1 0

FIGURE 5 — Table de caracteres de &y

| Hg | {13 [ {13 [ {&=0} [ {&4} [ {&k} ]

X1 1 1 1 1 1
1 1 -1 1 -1
O O W [ [[1d[ C\ {14} [0 [ #C]
X4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
X5 2 -2 0 0 0 X1 || 1 1 /s
X2 || 1 1 i
FIGURE 2 — Table de caracteres de Hg X3 3 1 0 0

FIGURE 6 — Table de caracteres de 204

[ Z/mz o] 1 [ 2 [---][n—-1]
X1 1 1 . 1
X2 1 w w? Wt . sin
s 1 w2 A o2 ou w=en.
Xn 1 wn—l Wn—2 w

FIGURE 3 — Table de caracteres de Z/nZ
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Cadre : G est un groupe.

I Génération d’un groupe

1) Sous-groupe engendré

Définition 1. Soit X une partie de G. L’intersection des sous-groupes de
G qui contiennent X est un sous-groupe de GG, qu’on appelle sous-groupe
engendré par X et qu'on note (X). Si G = (X), alors on dit que X est
une partie génératrice de G.

(i) Va € G, (a) ={a™|m € Z}
(i) Si a et b commutent dans G, (a,b) = {a™b™|m,n € Z}. On peut
généraliser pour tout nombre fini d’élément.

Exemple 2.

Définition 3.

(ii) G est cyclique s'il est monogene et fini.

(i) G est monogene 8’il est engendré par un élément.

(iii) G est de type fini 8’il est engendré par une partie finie.
Exemple 4. (nZ,+) est monogéne car engendré par n.

Définition 5. On appelle groupe dérivé de G le sous-groupe de G engen-
dré par ses commutateurs.

Remarque 6. Si G est abélien, son groupe dérivé est trivial.

2) Ordre d’un élément

Définition 7. Un élément a de G est dit d’ordre p € N* si (a) est fini de
cardinal p. On a alors {a) = {e,a,a?,...,aP~1}. Si cet ensemble n’est pas
fini, a est dit d’ordre infini.

Exemple 8. (i) e est d’ordre 1 dans G.
(ii) 1 est d’ordre infini dans Z.

(ii) Dans &, un cycle de longueur £ est d’ordre £.
Théoréme 9. Si G est fini d’ordre n, lordre de tout élément divise n.
Proposition 10. Soit a € G d’ordre p. Alors a? =e < p | q.

Proposition 11. Soit G d’ordre fini. Soient g,h € G qui commutent
d’ordre p et q.

(i) gh est d’ordre fini qui divise ppcm(p, q).
(i) Si (g) N (h) = {e}, alors gh est d’ordre ppcm(p, q).

(@ii) Sip et q sont premiers entre eux, alors gh est d’ordre pq.

Théoréme 12. Soit G un groupe abélien fini. Il existe un élément d’ordre
le ppem de tous ses éléments. Cet entier est I’exposant de G.

II Cas des groupes abéliens

1) Groupes cycliques

Exemple 13. Le groupe (Z/nZ,+) et le groupe des racines n-iémes de
l'unité sont cycliques d’ordre n.

Théoréme 14. Un groupe cyclique d’ordre n est isomorphe d (Z/nZ,+).

Proposition 15. Soit G = {(a) cyclique d n éléments. Alors G = (g) si,
et seulement si, k et n sont premiers entre eux.

Corollaire 16. Un groupe cyclique d’ordre n posséde p(n) générateurs.

Corollaire 17. Un groupe de cardinal premier est cyclique et tout élé-
ment non trivial est générateur.

Théoréme 18. Soit G = (a) cyclique d n éléments.
(i) Les sous-groupes de G sont cycliques d’ordre divisant n.

(ii) Soit d un diviseur de n. Il existe un unique sous-groupe de G d’ordre
d qui est <a5>. Ces générateurs sont les éléments d’ordre d.

Application 19. Soit n € N*, alors n.= 3%, ¢(d).
Application 20. Soit K un corps. Tout sous-groupe du groupe multipli-
catif est cyclique.
2) Groupes abéliens finis
Théoréme 21. Soit G un groupe abélien fini, alors :

GZ2Z/AMWZ x ... xL[/dyZ ot Vi€ [l,n—1], d;|dit1
De plus, les d; sont uniques. Ce sont les facteurs invariants.

Corollaire 22. Sid| |G|, G admet un sous-groupe cyclique d’ordre d.
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IIT Groupe symétrique

1) Générateurs

Proposition 23. Toute permutation se décompose en produit de cycles
a supports disjoints. Cette décomposition est unique d& [’ordre prés.

Exemple 24. (} £3426183%) = (132 10)(4)(5 7 8)(6 9)

Proposition 25. Toute permutation de S, se décompose en produit de
(au plus n — 1) transpositions.

Exemple 26. (3 3426182%) = (1 10)(1 2)(1 3)(5 8)(5 7)(6 9)

Corollaire 27. La signature d’une permutation est déterminée par la
parité du nombre de transpositions la composant.

Proposition 28. Les familles suivantes engendrent S, :
(i) {1 )1 <i<n)
(i) {(ii+1)|1<i<n}

(iii) {(12),(12 ... n)}

Remarque 29. Quel que soit n, deux éléments suffisent a engendrer G,,.

2) Groupe alterné

Proposition 30. 2, < &,,. De plus, &, /2, = {+1}.

Lemme 31. 2, est n— 2 fois transitif sur [1,n] : si on a ay,...,an_2 €
[1,n] distincts et by,...,by—o € [1,n] distincts, il existe o € U, tel que
o(a;) = b; pour tout i € [1,n — 2].

Proposition 32. Les cycles d’ordre 3 sont conjugués dans A, pourn = 5.
Proposition 33. 2, est engendré par les 3-cycles de &,,.

Théoréme 34. 2, est simple pour n > 5.

Corollaire 35. Pour n > 5, le groupe dérivé de 2, est 2, .

Corollaire 36. Pour n > 5, les sous-groupes distingués de &,, sont &,
A, et {Id}.

IV  Applications en algebre linéaire

On considére F un K-espace vectoriel de dimension finie n.

1) Groupe linéaire

Proposition 37. Soient H = Ker(f) un hyperplan de E et uw € GL(E)
tel que u # Idg et ulg = Idy. On note D = Im(u — Idg). Les assertions
sutvantes sont équivalentes.

(i) det(u) =1

(ii) u n'est pas diagonalisable.
(iii) D C H

(iv) @: E/H — E/H définie par W(T) = u(x) est Uidentité.

(v) Il existe a € H\ {0} tel que w = Idg + fa.

(vi) La matrice de uw dans une certaine base est T; ;(X).
u est alors une transvection d’hyperplan H de droite D.
Corollaire 38. Soitu € GL(E) tel que u # Idg. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) u est une transvection de droite D.

(i) w: E/D — E/D définie par u(T) =

(z) est lidentité et u|p = Idp.

Proposition 39. Soient H un hyperplan de E et uw € GL(E) tel que
u|lg = Idg. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) det(u) =X #1

(ii) A est valeur propre de u et u est diagonalisable.
(i) D =Im(u—Idg) ¢ H

(iv) La matrice de u dans une certaine base est D;(\).

u est alors une dilatation d’hyperplan H de droite D et de rapport .

Lemme 40. On suppose E de dimension n > 2. Soient z,y € E\ {0}. Il
existe une transvection u ou un produit de deux transvections uv, tel que
u(z) =y ou uv(z) =y.

Théoréme 41. Les transvections engendrent SL(E).

Théoréme 42. Les transvections et les dilatations engendrent GL(E).
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2) Groupe orthogonal

Définition 43. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Pour tout = € E,
il existe une unique décomposition z = x1 + x2 avec 1 € F et x5 € FL.
On appelle symétrie orthogonale par rapport a F' 'application :

s:| B — E
r = I — X9

Définition 44. Une réflexion est une symétrie orthogonale par rapport
a un hyperplan. Un retournement est une symétrie par rapport a un hy-
perplan de dimension n — 2.

Théoréme 45. Tout élément de O(E) s’écrit comme produit de r ré-
flexions, ot r =rg(u — Idg).

Corollaire 46. Sin > 3, SO(E) est engendré par les retournements.

Théoréme 47. Soit M € O,(R), alors M est semblable d :

I, 0
—Ip, 0; €]0;2x[\ {m}
Ry, avec __(cosb; —sinb;
. 9= \sin®; cos#;
0 Ry

s

Application 48. SO, (R) est conneze par arcs.

Développements
— Simplicité de 2L, pour n > 5 (33,34) | ]
— Générateurs de GL(FE) et de SL(E) (40,41,42) | ]
Références
| D. Perrin. Cours d’Algébre. Ellipses

[ ] X. Gourdon. Les Maths en Téte : Algébre. Ellipses, 2e édition
[ | J.-E. Rombaldi. Algébre et Géométrie. DeBoeck
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Cadre : Soient n et m des entiers naturels non nuls.

I Structures

1) Structure de groupe
Rappel. Les sous-groupes de 7 sont les nZ, ce sont aussi ses idéaux.

Définition 1. Z/nZ est le quotient de Z par le sous-groupe nZ.
(Z/nZ,+) est muni d’une structure de groupe par : T+7 =z + y.
Proposition 2. (Z/nZ,+) est cyclique.

Proposition 3. Tout groupe monogéne est isomorphe soit a (Z,+) soit
a (Z/nZ,+) pour un certain entier n, selon son cardinal.

Exemple 4. Groupe des racines n-iéme de l'unité isomorphe d Z/nZ.

Proposition 5. (i) Un sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique.

(ii) Tout sous-groupe de Z/nZ est engendré par la classe d’un diviseur
b de n, ce sous-groupe est d’ordre a = .
(iii) Réciproquement, si aln et b= 2, il existe un unique sous-groupe de
Z/nZ d’ordre a, engendré par la classe b modulo n.
Exemple 6. Les sous-groupes de Z /67 sont engendrés par les classes de
1,2,3,6:(1)=Z/6Z, (2) 27Z/3Z, (3) =ZZ/2Z et (6) = {0}.

Définition 7. On appelle indicatrice d’Euler de n > 1 l'entier :

o(n) = Card ({k € [1,n] |k An=1})
Proposition 8. Soit k € N. k est inversible (Z/nZ,+) si, et seulement
si, k An = 1. En particulier, ¢(n) est le nombre d’inversibles de Z/nZ.
Proposition 9. Les générateurs sont exactement les inversibles.
Exemple 10. ¢(6) = 2 et les générateurs de Z/6Z sont 1 et 5.

Proposition 11. (i) Pour d|n, Z/nZ admet p(d) éléments d’ordre d.

(ii) (Formule de Mobius) n =" o(n)
d|n

Proposition 12. Les automorphismes de groupe de Z/nZ sont les ap-
plications V¥ : T — kT pour 1 < k < n avec k An = 1. On a ainsi
Aut(Z/nZ) = (Z/nZ)*.

Exemple 13. Aut(Z/6Z) = Z/2Z (groupe d deuz éléments)

2) Structure d’anneau

Définition 14. Z/nZ est le quotient de Z par 'idéal nZ. (Z/nZ,+,-)
est muni d’une structure d’anneau par : T+y=x+y et T -y = Ty.

Proposition 15. Soit n > 1 et a € Z. Alors @ engendre Z/nZ si, et
seulement si, @ € (Z/nZ)*.

Corollaire 16. L’anneau Z/nZ est un corps si, et seulement si, n est un
nombre premier. On note alors Z/nZ = TF,,.

Proposition 17 (Euler). Soient a et n deuz entiers non nuls premiers
entre euz. Alors a?(™) = 1[n).

Corollaire 18 (Fermat). Soient p un nombre premier et a € N* non
divisible par p. Alors a?~! = 1[p).

Proposition 19 (Wilson). Soit p € N*, alors p est premier si, et seule-
ment si, (p—1)! = —1[p].

Théoréme 20 (Bézout). Soient a et b deux entiers non nuls, alors a et
b sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe deux entiers u et v
tels que au + bv = 1.

Théoréme 21 (Restes chinois). Soit n = mims avec my Amsg = 1. Alors
Uapplication définie par :

O:|Z/mL — Z/miZ X...xXZL]mpZ
"t o (@™, ..., m™)

est un isomorphisme d’anneauz.

Généralisation 22. Le théoréme des restes chinois se généralise da tout
produit d’entiers premiers entre eur deuz d deur.

Exemple 23. Résolution de systémes de congruences :

z = 1[3]
xr = 2[4 © c=10+60k, keZ
x = 0[5

Corollaire 24. Soient m,n € N premiers entre eur. On a alors
(Z/nmZ)* = (Z/nZ)* x (Z/mZ)*, et donc o(nm) = p(n)p(m).
Corollaire 25. Soit n = p{*'...pp*. Alors :

AW(Z/nZ) = (Z) (L) x ... x (L) (5*)Z)"
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II Arithmétique dans Z

1) Equations diophantiennes

Définition 26. Un équation diophantienne est une équation de la forme
P(z1,...,2,) = 0, o P est un polynéme a n variables et & coefficients
entiers, et dont on cherche les solutions parmi les entiers.
Exemple 27. (i) Triplets pythagoriciens : x* + y? = 2>

(i) Equation de Pell-Fermat : x*> —ny® =1

(iii) Somme de carrés : n = x? + y?
Proposition 28. Soit a,b et ¢ des entiers. On note (E) l’équation

ax + by = c. L’équation (E) admet des solution si, et seulement si, le
pged de a et b divise c. Dans ce cas, il y a une infinité de solutions.

Théoréme 29 (Sophie Germain). Soit p un nombre premier impair tel
que 2p + 1 est premier. Si xP + yP + y? = 0, alors zyz = 0[p].

2) Carrés dans Z/pZ

Définition 30. Si ¢ = p" avec p premier, on note I, le corps a ¢ éléments.

Définition 31. On pose (Fy)? = {2? € F, | € F,} I'ensemble des carrés
de Fy, et IE‘;Q = Iﬁ‘g NFy.
Proposition 32. Siqg=7p", ona :

(i) Sip=2,F2=F,

(ii) Sip>2, |F2| =L et [F22| = 41

g1

Proposition 33. Sig=p" etp>2, onazxé€ F;Q Sz =1,

Corollaire 34. Siqg=p" et p > 2, -1 est un carré dans Fy si, et seule-
ment si, q est congru a 1 modulo 4.

Corollaire 35. Il y a une infinité de nombres premiers de la forme 4k+1.

Définition 36. Soit p un premier impair et a € N. On définit le symbole
1 sia € F3?

de Legendre de a par p par (5> = { —1sia g IFZ*f .

p
0 sta= 0

P p)\p
Le symbole de Legendre donne un morphisme Fy — {£1}.

Proposition 37. Pour x,y € Fy, on a (ﬂ> = <£> <3>

Proposition 38. Soit p un premier impair et a € N, alors (%) =az [p]

Théoréme 39 (Réciprocité quadratique). Soient p et g deux premiers

q) — ﬂ) (1) 5

distincts impairs. Alors (;) = (2

Proposition 40. (%) = (_1)%

Bremple 41. (%) = (8) = (4) = (3) () =~ () =~ (}) = 1

Exemple 42. L’équation 22 4+ 59y = 23 n’a pas de solutions entiers.

IITI Applications aux polynoémes

1) Irréductibilité des polynémes de Z|[X]

Proposition 43. Soient P,Q € F,[X]. Alors :

(P+ Q)P =P’ +Q" et (P(X))" = P(X?)

Définition 44. On définit le contenu de P(X) = > ar X* € Z[X] par

k=0
¢(P) = pged(ag, - - ., ay). Un polyndme P est dit primitif si ¢(P) = 1.

Proposition 45. Soient P, Q € Z[X], alors ¢(PQ) = ¢(P)c(Q).

Proposition 46. Les polynomes irréductibles de Z[X] sont :

(i) Les polynomes constants, irréductibles dans Z (premiers).

(ii) Les polyndmes non constants, primitifs et irréductibles dans Q[X].

n
Théoréme 47 (Critere d’Eisenstein). Soit P(X) = ap X" € Z[X].
k=0
Soit un nombre premier p tel que p{ an, Vi < n,pla; et p? {ag.
Alors P est irréductible dans Z[X].
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2) Polyndémes cyclotomiques

Définition 48. Soit n € N*, on définit ®,, € C[X] le n-iétme polynome

cyclotomique par ®,(X) = ] (X = &), ot u} C C désigne les racines
gepy,

primitives n-iéme de 1'unité.

Proposition 49. ®,, est unitaire de degré o(n).
Proposition 50. Vn € N*, X" — 1 = [] ®4(n)
d|n

p—1
Exemple 51. &1(X)=X -1, (X)) =X +1, ¢,(X) = > X*
k=0

Proposition 52. Pour n € N*, ®,, est a coefficients entiers, et est irré-
ductible dans Z[X].

Lemme 53. Soit a € Z et p premier tel que p|®,(a) et p ¥ Py(a) pour
dn et d < n. Alors p = 1[n].

Théoréme 54 (Dirichlet faible). Pour n > 1, il existe une infinité de
nombres premiers congrus ¢ 1 modulo n.

Développements

— Théoréme de Sophie Germain (29) [ ]
— Loi de réciprocité quadratique (39) | ]
<4 [~

— Forme faible de la progression arithmétique de Dirichlet (53,54)

[ ]
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I Arithmétique dans Z

1) Définitions et premiéres propriétés

Définition 1. Un entier naturel est un nombre premier s’il est supérieur
ou égal a 2 et si ses seuls diviseurs dans N sont 1 et lui-méme. Un entier
qui n’est pas premier est appelé composé. On notera P I’ensemble des
nombres premiers.

Proposition 2. Soit n > 2 un entier composé, alors il existe p € P tel
que p divise n et p*> < n.

Application 3 (Crible d’Erathosténe). C’est un algorithme qui permet
de déterminer dans N la suite des nombres premiers inférieurs da un
nombre donné N. Il consiste a rayer dans la liste A, ..., N les multiples
de 2, puis de 3, et ainsi de suite. Quand on rencontre un entier qui n’est
pas encore rayé, il est premier. On supprime ses multiples de la liste et
alors apparait, non rayé, le nombre premier suivant.

Exemple 4. /01 est premier, mais 403 est composé.
Théoréme 5 (Euclide). Il existe une infinité de nombres premiers.

Théoréme 6 (admis). Si on note w(x) le nombre de nombres premiers

inférieurs ou égauzr d x, on a ™(x) ~ .
r—o0 DT

Théoréme 7 (Théoréme fondamental de l'arithmétique). Soit n un en-
tier strictement supérieur a 1. Alors ou bien n est premier, ou bien n se
décompose de maniere unique en un produit de facteurs premiers.

Application 8. 780A1001 = 13, 780V 1001 = 60060, 780 a 24 diviseurs.

2) L’anneau Z/nZ

Proposition 9. Z/nZ est un corps si, et seulement si, n est premier.
Proposition 10. Z/nZ est intégre si, el seulement si, n est premier.
Proposition 11. Sip € P, alors (Z/pZ)* est cyclique d’ordre p — 1.

Théoréme 12 (Wilson). Un entier p supérieur ou égal ¢ 2 est premier
si, et seulement si, (p — 1)! est congru ¢ —1 modulo p.

Théoréme 13 (Petit théoréme de Fermat). Sip est un entier naturel
premier, pour tout entier relatif n, on a alors n? = nlp|, et dans le cas ot
n est premier avec p, on a nP~t = 1[p].

Contre-exemple 14 (Nombres de Carmichael). La réciproque du petit
théoréme de Fermat est rendue fausse par les nombres de Carmichael,
comme 561.

Lemme 15. Soit p un nombre premier, alors , pour tout entier k compris
entre 1 et p—1, on a () = 0[p] et (7)) = (=1)*[p).

Définition 16. Pour tout n € N, on note ¢(n) le nombre d’entiers pre-
miers & n. Alors, p(n) est le cardinal de (Z/nZ)*.

Théoréme 17 (Euler-Fermat). Si n est un entier naturel non nul, pour
tout entier relatif a, on a alors a*™ = a[n].

Théoréme 18 (Restes chinois). Soient m et n deuz entiers naturels pre-
miers entre eux. Alors Z/mnZ = Z/mZ x Z/nZ.

Corollaire 19. ¢ est multiplicative.

II Applications de la réduction modulo p

1) Irréductibilité des polyndémes de Z[X]
Proposition 20. Soient P,Q € F,[X]. Alors :

(P+ Q)P =PP+ Q" et (P(X))P = P(XP)

Définition 21. On définit le contenu de P(X) = > ai X* € Z[X] par
k=0

C(P) = ngd(a’07 BN

Proposition 22. Soient P,Q € Z[X], alors ¢(PQ) = ¢(P)c(Q).

ay). Un polynéme P est dit primitif si ¢(P) =1.

Proposition 23. Les polynomes irréductibles de Z[X] sont :
(i) Les polynémes constants, irréductibles dans Z (premiers).
(ii) Les polyndmes non constants, primitifs et irréductibles dans Q[X].
n
Théoréme 24 (Critere d’Eisenstein). Soit P(X) = ap X" € Z[X].
k=0

Soit un nombre premier p tel que p1{ an, Vi < n,pla; et p? {ag.
Alors P est irréductible dans Z[X].
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2) Résolution d’équations diophantiennes

Définition 25. Un équation diophantienne est une équation de la forme
P(x1,...,2,) = 0, ou P est un polynoéme & n variables et & coefficients
entiers, et dont on cherche les solutions parmi les entiers.

Exemple 26. (i) Triplets pythagomczens 2

(ii) Equation de Pell-Fermat : x> — ny® = 1
(i) Somme de carrés : n = x? + y>

ery =z

Proposition 27. Soit a,b et ¢ des entiers. On note (E) l’équation
ax + by = c. L'équation (E) admet des solution si, et seulement si, le
pged de a et b divise c. Dans ce cas, il y a une infinité de solutions.

Théoréme 28 (Sophie Germain). Soit p un nombre premier impair tel
que 2p + 1 est premier. Si 2P + yP + y? =0, alors xyz = 0[p].

III Les corps finis

1) Propriétés des corps finis

Définition 29. Soit K un corps, on appelle sous-corps premier de K
I’intersection de tous ses sous-corps non nuls.

Exemple 30. Le sous-corps premier de R et C est Q.

Définition 31. Soit A un anneau unitaire, il existe un unique morphisme
d’anneaux ¢ : Z — A. Le générateur positif de Ker ¢ est appelé caracté-
ristique de A, notée car(A).

Proposition 32. Si A = K est un corps, sa caractéristique est nulle ou
est un nombre premier.

Corollaire 33. Sicar(K) =0, alors K est infini, mais la réciproque est
fausse.

Théoréme 34. Soit . une extension de corps de K, alors . est un K-
espace vectoriel.

Corollaire 35. Soit L une extension de corps de K avec K et L. finis,
alors L = K".

Théoréme 36. SiK est un corps fini de caractéristique p, son sous-corps
premier de K est Z/pZ. Ainsi K a pour cardinal une puissance de p.

Théoréme 37. A Fp-isomorphisme preés, il existe un unique corps de
cardinal p", noté Fpn

2) Carrés dans Z/pZ

Définition 38. Si ¢ = p™ avec p premier, on note Fy le corps a ¢ éléments.

Définition 39. On pose (F,)?

= {;U2 e, | T E Fq} I’ensemble des carrés
de Fg, et IF;2 = IE% N IE‘;.

Proposition 40. Sig=p", ona :
(i) Sip=2,F2=F,
(ii) Sip>2, |F2| = q+1 et |F3?| = 5=
Proposition 41. Sig=p" etp>2, onaz cF;?> & 247 = 1.

Corollaire 42. Siqg=p" et p > 2, -1 est un carré dans Fy si, et seule-
ment si, q est congru a 1 modulo 4.

Corollaire 43. Il y a une infinité de nombres premiers de la forme 4k—+1.

Définition 44. Soit p un premier impair et a € N. On définit le symbole
de Legendre de a par p par :

a 1 st
<) =< -1 st
p 0 st

Proposition 45. Pour z,y € Fy, on a <?y> (%) (%)

I m
= =
BT *
[\v]

Qe 2 <

o

Le symbole de Legendre donne un morphisme Fy — {
Proposition 46. Soit p un premier impair et a € N, alors (%) =a"z [pl

Théoréme 47 (Réciprocité quadratique). Soient p et ¢ deux premiers

distincts impairs. Alors (%) = (%) (—1)%1%—1

2_
Proposition 48. (%) =(-1)"% '

Exemple 49. (3) = (33) = (35) =

() (F) =- (B =-() =1

Exemple 50. L’équation 22 4+ 59y = 23 n’a pas de solutions entiers.
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3) Polyndémes cyclotomiques

Définition 51. Soit n € N*, on définit ®,, € C[X] le n-iétme polynome

cyclotomique par ®,(X) = ] (X = &), ot u} C C désigne les racines
gepy,

primitives n-iéme de 1'unité.

Proposition 52. ®,, est unitaire de degré o(n).
Proposition 53. Vn € N*, X" — 1 = [] ®4(n)
d|n

p—1
Exemple 54. &1(X) =X -1, (X)) =X +1, ¢,(X) = > X*
k=0

Proposition 55. Pour n € N*, ®,, est a coefficients entiers, et est irré-
ductible dans Z[X].

Lemme 56. Soit a € Z et p premier tel que p|®,(a) et p ¥ Py(a) pour
dn et d < n. Alors p = 1[n].

Théoréme 57 (Dirichlet faible). Pour n > 1, il existe une infinité de
nombres premiers congrus ¢ 1 modulo n.

Développements

— Théoréme de Sophie Germain (28) [ ]
— Loi de réciprocité quadratique (47) | ]
<4 [~

— Forme faible de la progression arithmétique de Dirichlet (56,57)

[ ]

Références

[ ] X. Gourdon. Les Maths en Téte : Algébre. Ellipses, 2e édition

[ | D. Perrin. Cours d’Algébre. Ellipses

[ ] S. Francinou, H. Gianella, et S. Nicolas. Orauz X-ENS Algébre
1. Cassini

[ | J.-P. Serre. Cours d’Arithmétique. PUF

‘suorjedrddy ‘sisrwead seaquioN - TZT



9¢

Cadre : A un anneau commutatif unitaire, K un corps.

I Notion de principalité

1) Idéaux

Définition 1. Un idéal I de A es un sous-groupe de (A, +) tel que pour
tout i € I et tout a € A, ai € I.

Définition 2. Un idéal I de A est dit principal s’il est monogene, i.e.
engendré par un élément z € A. On note I = (z) = zA.

Exemple 3. Tout idéal de Z ou Z/pZ pour p premier est principal.
Exemple 4. Dans Z[X], (2, X) n’est pas principal

Définition 5. Un idéal I de A est dit premier si A # I et pour tous
a,beA;abel =acloubel.

Proposition 6. I est idéal premier si, et seulement si, A/I est intégre.
Exemple 7. L’idéal nZ de 7. est premier ssin = 0 ou n est premier.

Définition 8. Un idéal I de A est dit maximal si A # I et pour tout J
idéalde A, ICJCA=J=1oulJ=A

Proposition 9. I est idéal maximal si, et seulement si, A/I est un corps.
Exemple 10. Les idéauxr mazrimauzx de Z sont les pZ pour p premier.

Remarque 11. Tout idéal maximal est premier. La réciproque est fausse.
En effet, dans Z[X], (X) est premier, mais non mazimal (Z[X]/(X) =2 Z
est intégre mais ce n'est pas un corps).

2) Anneaux principaux

Définition 12. Un anneau est dit principal s’il est intégre et si tous ses
idéaux sont principaux.

Exemple 13. L’anneau Z est principal, ainsi que K[X], mais pas Z[X].
Z/nZ est principal si, et seulement si, n est premier.

Application 14. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et
soit u € L(E). On note ¢, Vévaluation en u. L’anneauw K[X] étant prin-
cipal, Ker ¢,, est monogéne. On appelle polynéme minimal de u 'unique
générateur unitaire de Ker ¢, .

Application 15. Soit K C L une extension de corps, et soit a € L al-
gébrique sur K. Un méme raisonnement avec l’évaluation des polynomes
en a donne l'existence du polynome minimal en o.

Définition 16. Soit p € A, p est dit irréductible si p ¢ A* et si
p=ab=a€ A* oube A*.

Exemple 17. Les irréductibles de Z: sont les nombres premiers.
Proposition 18. Si A est principal, alors :
p est irréductible < (p) est premier < (p) est mazimal

Proposition 19. Si A est un corps, alors A[X] est principal.

3) Cas des anneaux euclidiens

Définition 20. Un stathme d’un anneau integre est une application
v : A\ {0} — N telle que pour tous a,b € A\ {0}, il existe ¢, € A
avec a =bqg+ 1 et (r =0 ou v(r) < v(b)).

Un anneau intégre possédant un stathme est dit euclidien.

Exemple 21. Z muni de la valeur absolue est euclidien.

Théoréme 22. Un anneau euclidien est principal.

Proposition 23. Soit P € A[X]\ {0} de coefficient dominant inversible,
et F € A[X]. Alors il existe Q, R € A[X] tels que F = PQ+ R et (R=0
ou deg R < deg P).

Corollaire 24. SiK est un corps, alors K[X] est euclidien.
Proposition 25. A corps < A[X] euclidien < A[X] principal
Exemple 26. Z[i] ={z=a+1ibc C|a,b € Z} est un anneau euclidien.

Lemme 27. Soit A un anneau euclidien. Il existe x € A\ A tel que
la restriction ¢ A* U {0} de la projection canonique de A sur A/(x) soit
surjective.

Exemple 28. L’anneau Z {%} est principal et non-euclidien.
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II Arithmétique et anneaux principaux

1) Divisibilité
Définition 29. Soient a,b € A. On dit que a divise b, noté ald, 8’il existe
c € A tel que b = ac.

Remarque 30. a|b < (b) C (a)
Définition 31. a et b sont dits associés si (a) = (b).

Proposition 32. Si A est intégre, a et b sont associés si, et seulement
si, il existe u € A* tel que b = au.

Définition 33. On dit que a et b sont premiers entre eux, noté a Ab =1,
si (d|a et d|b) = d € A*.

Définition 34. p € A\ {0} est premier si p € A* et si plab = p|a ou p|b.
Définition 35. Si A est principal, pour a,b € A, on pose :

(i) pged(a,b) tout générateur de I'idéal ((a) U (b)).

(ii) ppem(a,b) tout générateur de l'idéal (a) N (b)
On note pged(a,b) = a Ab et ppem(a,b) = a V b.

Exemple 36. Dans Z[i\/5], 3 et 2 + i\/5 n'ont pas de ppem, et 9 et
6 + 3iv/5 n'ont pas de pged.

Théoréme 37 (Bézout). Soit A principal, alors pour tous a,b € A\ {0},
il existe A\, u € A tels que Aa+ pub=a Ab.

Lemme 38 (Gauss). Sialbc et a Ab=1, alors alc.

Lemme 39 (Euclide). Soit p € A irréductible, et soit a,b € A, alors
plab = pla ou pl|b.
Proposition 40. Si A est principal, et a,b,c,d € A, alors :

(i) (alc et blc) < aVble

(ii) (d|a et d|b) & dlaAb

Proposition 41. Les éléments iréductibles d’un anneau principal sont
exactement les éléments premiers.

2) Factorialité
On suppose que A est integre.

Définition 42. On appelle systeme de représentants des irréductibles de
A un ensemble P d’irréductibles tel que tout irréductible de A admette
un unique associé dans P.

Exemple 43. Les nombres premiers sont un systéme de représentants
des irréductibles de 7.

Définition 44. Un anneau A est dit factoriel si tout a € A\ {0} se dé-
compose sous la forme a = u [] p*(® ott u € A*, vp(a) € N presque
tous nuls et P un systeme de rpeEp];ésentants des irréductibles.

Exemple 45. 7 est factoriel, Z[iv/5] ne lest pas.

Proposition 46. Tout anneau principal est factoriel.

Proposition 47. Dans un anneau factoriel, les pged et ppcm existent.

3) Théoréme des restes chinois

Lemme 48. Soient I et J des idéaux de A tels que A = (I,J). On a
alors AJ(IJ) = AJI x AJJ.

Corollaire 49. Soit A un anneau principal, et soient ay, ..., a, € A\{0}
non-inversibles et premiers entre euzx deux a deuzx. Alors Af(ay ...ay,) est
isomorphe & A/(a1) X ... x A/(an).

x = 2 4
Application 50. x = 3 [5] & x=118+ 180k pour k € Z.
x = 1 9]

IIT Entiers de corps quadratiques

1) Généralités

Définition 51. Soit d € Z\ {0, 1} et sans facteur carré, et soit v/d une ra-
cine carrée de d dans C. Q[\/ﬁ] = {a + b\/&‘ a,be Q} est un sous-corps

de C, appelé corps quadratique. On note Z[\/ﬁ] = {a +bVd ’ a,be Z}.
C’est un sous-anneau de Q[v/d).
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Définition 52. Soit z = a + bv/d € Q[v/d]. On définit :
(i) son conjugué par Z = a — bV/d.
(ii) sa trace par tr(z) = z + zZ = 2a.

(iii) sa norme par N(z) = 2Z = a® — db®.

Définition 53. On dit que z = a + bv/d est un entier de Q[v/d] si a et b
sont des entiers. On note A4 'ensemble des entiers de Q[v/d).

Définition 54. z est entier si, et seulement si, tr(z) et N(2) sont entiers.
Proposition 55. Ay est un anneau intégre.

Théoréme 56. A; =7 {%} sid = 1[4].

Ag = 7Z[Vd] si d =2[4] ou d = 3[4].

2) L’anneau Z[i| des entiers de Gauss
Proposition 57. Z[i]* = {£1, i}

Proposition 58. Z[i] est un anneau euclidien.
Définition 59. On note X = {n =a? +b? ‘ a,be N}.

Lemme 60. Soit p premier impair. Alors p € X si, et seulement si, p est
réductible dans Z[i].

Lemme 61. X est stable par multiplication.
Théoréme 62. Soit p premier impair. Alors p € ¥ ssi p = 1[4].

Corollaire 63 (Théoréme des deux carrés). Soit n € Nx. On le décom-
pose en produit de facteurs premiers : n = Hpepp”l’”. Alors :

neX s (VpeP,p=3/4]=uv,(n) =0[2])

IV Irréductibilité des polyndmes de Z|[X]

On suppose que A est factoriel. On considére K = Frac(A).

Définition 64. Soit P € A[X] non nul. On appelle contenu de P, noté
¢(P), le pged des coefficients de P. Si ¢(P) = 1, on dit que P est primitif.

Lemme 65. Le produit de deux polyndmes primitifs est primitif.

Lemme 66. Pour P,Q € A[X], on a ¢(PQ) = ¢(P)c(Q).

Théoréme 67. Soit P € A[X]| non constant. Alors P est irréductible
dans A[X] si, et seulement si, il est primitif et irréductible dans K[X].

Théoréme 68 (Eisenstein). Soit P(X) = Y}_, arX* € A[X] non
constant. On suppose qu’il existe p € A irréductible divisant tous les ay
sauf ay, et tel que p? ne divise pas ag. Alors P est irréductible dans K[X].

Application 69. Sip est premier, Zz;(l) XF* est drréductible dans Z[X].

Développements

— Théoréme des deux carrés (57,58,60,61,62,63) [ ]
— Critere d’Eisenstein  (65,66,67,68) | ]

Références

[ | F. Combes. Algébre et géométrie. Bréal

[ | X. Gourdon. Les Maths en Téte : Algébre. Ellipses, 2e édition

[ ] D. Perrin. Cours d’Algébre. Ellipses

[ ] S. Francinou, H. Gianella, et S. Nicolas. Oraux X-ENS Algébre
1. Cassini
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Cadre : Sauf indication contraire, k, K et L sont des corps. Tous les
corps seront commutatifs, sauf dans le Théoreme 35.

I Généralités sur les corps finis

1) Caractéristiques, sous-corps premier

Définition 1. Soit K un corps, on appelle sous-corps premier de K l'in-
tersection de tous ses sous-corps non nuls.

Exemple 2. Le sous-corps premier de R et C est Q.

Définition 3. Soit A un anneau unitaire, il existe un unique morphisme
d’anneaux ¢ : Z — A. Le générateur positif de Ker ¢ est appelé caracté-
ristique de A, notée car(A).

Proposition 4. La caractéristique est soit nulle soit un nombre premier.
Corollaire 5. Sicar(K) =0, K est infini, mais la réciproque est fausse.

Théoréme 6. Soient k C K C 1L des extensions de corps. Alors 1L (resp.
K) est un espace vectoriel sur K (resp. k). Si (b;);cr est une k-base de K
et (a;)jes est une K-base de L, alors (ajb;) jyerxs est une k-base de L.

Corollaire 7. Soit k C K une extension finie. Alors I = KKK

Théoréme 8. Si K est un corps fini de caractéristique p, alors le sous-
corps premier de K est Z/pZ. Ainsi |K| est une puissance de p.

Exemple 9. Il n’existe pas de corps de cardinal 57.

Proposition 10. Si car(K) = p, alors Uapplication F : K — K définie
par F(x) = xP est un morphisme de corps, dit morphisme de Frobenius.
Si K est fini, c’est un automorphisme, qui est l'identité si K = F,.

Corollaire 11 (Fermat). Soient p € Z premier et a € Z, alors P = a [p].

2) Existence et unicité des corps finis

Définition 12. Soit L une extension de K. Soit P € K[X] de degré n.
On dit que L est un corps de décomposition de P sur K si P est scindé
sur L[X], et si L est minimal pour cette propriété.

Théoréme 13. Soit P € K[X] de degré n € N*. Il existe un corps de
décomposition de P sur K, unique a isomorphisme preés.

Théoréme 14. Soit p un nombre premier et soit n € N*. On pose ¢ = p™.

(i) Il existe un corps K da q éléments, c’est le corps de décomposition
du polynome X1 — X sur Z/pZ.

(i1) De plus, K est unique d isomorphisme prés. On le note Fy.
Proposition 15. Soient m,n € N*, alors (Fyn CFpm) < n|m.

Exemple 16. Les sous-corps de Fig sont Fo, Fy et Fig.

3) Structure de F;

Théoréme 17. Tout sous-groupe fini de K* est cyclique. En particulier,
le groupe )\ est cyclique.

Remarque 18. On ne sait pas en général trouver un générateur de IFqX.

Exemple 19. F{ = Z/TZ, tout élément non neutre de F§ est générateur.

Théoréme 20. On considére U'extension Fq C Fyn. Il existe o € Fyn tel
que Fogn 2 Fy(a).

IT Polynoémes sur un corps fini

1) Polynémes irréductibles

Théoréme 21. Soient F, C K une extension finie de degré n > 1 et
& € K. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) K =TFp[¢] = Fp(¢)
(ii) (1,&,&%,...,6" 1) est une base du Fp,-espace vectoriel K.
(ii5) (1,€,€%,...,6"71) est une famille libre sur F,,.
(iv) Le polynéme minimal de § sur K est de degré n.
Proposition 22. Soient p premier, n € N* et ¢ = p". Soit P € F,[X]
ungtaire et irréductible de degré n. Alors Fy[X]/(P) = F,.
Corollaire 23. Soient p premier, n € N* et P € F,[X] de degré n.
(i) Il existe des polyndomes unitaires irréductibles de degré n sur F,[X].
(i1) Si P est unitaire et irréductible, Fpn est un corps de rupture de P.
(iii) Si P est unitaire et irréductible, P divise XP" — X.
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Lemme 24. Soient d,n € N* et ¢ = p™. Soit P € F,[X] unitaire et
irréductible de degré d. Si P divise X1 — X, alors d divise n.

Théoréme 25. Soient p premier, a,n € N* et ¢ = p®. On note Py(d)
l’ensemble des polynomes unitaires irréductibles de degré d sur . Alors :

x"-x=1[ [] Px)
dln PEP, (d)

Proposition 26 (Inversion de Mébius). On note p la fonction de Mobius.
Soit g: N* — C. On pose G(n) = _,, 9(d). Alors :

N n
Yn e N, g(n) = Y u(d)G (5)
d|n
Corollaire 27. Si I(q,d) désigne le cardinal de Pp(d), alors, pour tout

neN* ona:
1 n q"
I’ n (7> dwi
(¢,n) ndzl:u 7)o

2) Cyclotomie
Définition 28. On pose p,(K) = {¢ € K|(™ = 1} le groupe des racines

n-iemes de l'unité.
Proposition 29. Tout sous-groupe de K* est cyclique.

Définition 30. On pose K,, un corps de décomposition de X" —1 € K[X].
Le groupe pn(K) est cyclique d’ordre n. On note ) (K) Pensemble des
générateurs de u,(K), ses éléments sont les racines primitives n-iémes de
I'unité.
Remarque 31. | (K,)| = ¢(n)
Définition 32. On définit le n-ieme polynéme cyclotomique par :

Il xX-9ek]
Cepr(Ky)

Proposition 33. X" —1=T][,, ®ak

(I)n,]K =

Proposition 34. On a ®,, 9 € Z[X]. De plus, pour o : Z — K le mor-
phisme canonique, on a @, x(X) = o(®,q(X)). En particulier, ®p,
s’obtient a partir de ®,, o par réduction modulo p.

Théoréme 35 (Wedderburn). Tout corps fini est commutatif.

IIT Applications

1) Irréductibilité des polynémes de Z|[X]
Proposition 36. Soient P,Q € F,[X]. Alors :
(P+QP=PP4+QP e (P(X)P=PXP)

Définition 37. On définit le contenu de P(X) = > ;_,apX* € Z[X]
par ¢(P) = pged(ag, - . ., ap). Un polyndme P est dit primitif si ¢(P) = 1.

Proposition 38. Soient P,Q € Z[X], alors ¢(PQ) = ¢(P)c(Q).

Proposition 39. Les polynomes irréductibles de Z|X] sont :

(i) Les polynomes constants, irréductibles dans Z (premiers).

(ii) Les polyndmes non constants, primitifs et irréductibles dans Q[X].
Théoréme 40 (Critére d’Eisenstein). Soit P(X) =Y ,_, ax X" € Z[X].
Soit un nombre premier p tel que pt a,, Vi < n,pla; et p* 1 ag.

Alors P est irréductible dans Z[X].

Application 41. Pour n € N*, &, est irréductible dans Q[X].

2) Carrés dans Z/pZ

Définition 42. On pose (F,)? = {2? € F, |z € F,} I'ensemble des carrés
de Fy, et F3?> =F2NF;.

Proposition 43. Sig=p", ona :
(i) Sip=2, Fg:]Fq
.. . 41 -1
(i) Sip> 2, |IF3| = L= et \F22| ==
Proposition 44. Sig=p" etp>2, onazx € IF;Q o' =1

Corollaire 45. Siq=p" et p > 2, -1 est un carré dans Fy si, et seule-
ment si, q est congru a 1 modulo 4.

Corollaire 46. Il y a une infinité de nombres premiers de la forme 4k—+1.
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Définition 47. Soit p un premier impair et a € N. On définit le symbole
de Legendre de a par p par :

1 ) e F
ORTE R
pona (%)= (2) (z)}-

Le symbole de Legendre donne un morphisme Fy — {+1}.

]

F

Q| Q QI
o

Proposition 48. Pour xz,y € F}, on a

/N

p—1

Proposition 49. Soit p un premier impair et a € N, alors <%> =az [p]

Théoréme 50 (Réciprocité quadratique). Soient p et q deux premiers

distincts impairs. Alors (%) =z (—1)%%.

2_1

Proposition 51. <2> =(-1)"5

Bremple 52. () = (4) = (§) = () (&) =~ (¥) =~ (}) = -1

Exemple 53. L’équation x> + 59y = 23 n’a pas de solutions entiers.

Développements

— Polynoémes irréductibles unitaires sur F, (25,26,27) [ ]
— Etude des polyndémes cyclotomiques (41) [ ]

— Loi de réciprocité quadratique (50) [ ]

Références

[ | D. Perrin. Cours d’Algébre. Ellipses

[ ] P. Tauvel. Corps commutatifs et théorie de Galois. Calvage et
Mounet

[ ] J.-P. Serre. Cours d’Arithmétique. PUF
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Cadre : Sauf indication contraire, k, K et L. sont des corps.

I Extensions de corps

1) Définitions et premieéres propriétés
Définition 1. Soit K un corps. On appelle extension de K un corps L
tel qu’il existe un morphisme de corps K — L.

Exemple 2. On a la tour d’extensions Q C R C C.

Remarque 3. Tout morphisme de corps est injectif. Quitte d identifier
K et son image dans 1L, on peut supposer que K est un sous-corps de L.

Définition 4. Soit L une extension d’un corps K. Alors L est muni d’une
structure de K-espace vectoriel. Sa dimension est appelée degré de L sur
K, notée [L : K].

Exemple 5. [C:R] =2 et [R: Q] = cc.

Définition 6. Soit K un corps. Il existe un unique morphisme d’anneaux
¢ Z — A. Le générateur positif de Ker ¢ est appelé caractéristique de
A, notée car(A).
Proposition 7. Soit K un corps, et soit p = car(K).

(i) Sip=0, alors K est une extension de Q.

(i) Sip#0, alors p est premier et K est une extension de Z/pZ.

Exemple 8. Si car(K) = 0, Q est le plus petit sous-corps de K. Si
car(K) # 0, c’est Z/pZ.

Théoréme 9 (Base téléscopique). Soit k C K C L une tour d’exten-
sion. Soient (a;)jes une K-base de L et (B;)icr une k-base de K. Alors
(jBi)i.yerxs forme une k-base de L.

Corollaire 10 (Extensions emboitées). Soit k C K C L une tour d’ez-
tension, ot k, K et L sont finis. Alors [L:K][K: k] =[L: k].

Remarque 11. On a [K : k] =1 si, et seulement si, K = k.

2) Extensions algébriques

Définition 12. Soit L une extension de K. Soit .S une partie de L. Le plus
petit sous-corps de L contenant S est noté K(S) et est appelé sous-corps de
L engendré par S dans K. Si S = {aq,...,a,}, on notera K(ay, ..., ay,).

Définition 13. Soient L une extension d’un corps K et o € .. On consi-
dére lapplication ¢ : K[X] — L définie par p|g = Idg et o(X) = a.
(i) S’il existe P € K[X] tel que P(a) = 0, on dit que « est algébrique.

(ii) Sinon, @ est injective, et on dit que a est transcendant sur K.
Exemple 14. /2 et e’ sont algébriques sur Q, e et m y sont algébriques.

Définition 15. Soient L une extension d’un corps K et a € LL algébrique
sur K. L’ensemble des polynomes de K[X] qui annulent « est un idéal non
nul de K[X]. On appelle polyndme minimal de a sur K, noté «,,, 'unique
polynéme unitaire non nul qui engendre cet idéal.

Théoréme 16. Soient I une extension d’un corps K et a € L. Alors :
(i) Si« est algébrique sur K, alors K(a) 2 K[X]/(7y).
(i7) Si « est transcendant sur K, alors K(a) =2 K[X].

Corollaire 17. Soient I une extension d’un corps K et a € L. Alors
est algébrique sur K si, et seulement si, [K(«) : K] est fini. Dans ce cas,
on a [K(a) : K] = degmy.

Définition 18. Soit L une extension d’un corps K. On dit qu’elle est
finie si son degré est fini. On dit qu’elle est algébrique si tout élément de
LL est algébrique sur K.

Proposition 19. Toute extension finie est algébrique.

Théoréme 20. Soit k C K C L. des extensions. Alors k C 1L est algé-
brique si, et seulement si, K C L et k C K sont algébriques.

Définition 21. Soit L une extension d'un corps K. On appelle fermeture
algébrique, notée K, le sous-corps de IL des éléments algébriques sur K.
C’est une extension algébrique sur K.
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IT Corps de rupture, de décomposition

1) Corps de rupture

Définition 22. Soit P € K[X] irréductible. Une extension monogene L
de K est appelée corps de rupture de P sur K si elle est engendré par K
et par une racine o de P.

Remarque 23. L est alors une extension de K de degré le degré de P.
Exemple 24. Si P est de degré 1, K est un corps de rupture de P.

Théoréme 25. Tout polyndme irréductible sur K admet un corps de rup-
ture, qui est unique a K-isomorphisme prés.

Exemple 26. C est le corps de rupture de X2 + 1 sur R.
Exemple 27. Le corps de rupture de X? + X + 1 sur Fy a 4 éléments.

Corollaire 28. Pour tout polynome sur K, il existe une extension de K
dans laquelle il admet au moins une racine.

2) Corps de décomposition

Définition 29. Soit L une extension de K. Soit P € K[X] de degré n.
On dit que L est un corps de décomposition de P sur K si P est scindé
sur L[X], et si L = K[aq,...,a,] avec ay, € L des racines de P.

Remarque 30. Un corps de décomposition est une extension finie.
Exemple 31. Q[v/2] est un corps de décomposition de X? — 2 sur Q.

Théoréme 32. Soit P € K[X] non constant. Alors P admet un corps de
décomposition, unique d isomorphisme prés, de degré au plus (deg P)!.
Exemple 33. Q[\J/ﬂ est un corps de rupture de X3 — 2 sur Q, mais ce
n’est pas un corps de décomposition.

Théoréme 34. Soit K un corps de caractéristique nulle, et soit P € K[ X]
irréductible. Si L est un corps de décomposition de P sur K, alors P est
a racines simples dans L.

Théoréme 35 (Elément primitif en caractéristique nulle). Toute exten-
ston finie d’un corps de caractéristique nulle est monogéne.

Application 36. Soient p,q premiers. Alors Q(\/p, /q) = Q(\/p+ a).

Exemple 37. Q(v/2,v/3) est une extension de degré 4 de Q engendrée
par \/5 + \/3

IIT Corps finis

Proposition 38. Soit K un corps fini de caractéristique p non nulle.
Alors il existe n € N* tel que |K| = p".

Définition 39. Soient p premier, n € N* et ¢ = p™. Le corps de décom-
position de X9 — X est de cardinal g. On note F, ce corps.

Proposition 40. Soient p premier et d,n € N*. Alors F,» est une ex-
tension de Fpa si, et seulement si, d divise n.

Théoreme 41. Le groupe multiplicatif T est cyclique.
Corollaire 42. Soit Fyn une extension de Iy, alors il existe « € Fyn

tel que Fyn = Fy(cr). En particulier, pour n € N*, il existe un polynome
irréductible dans Fy[X] de degré d.

IV  Applications

1) Polynémes cyclotomiques

Définition 43. Soit n € N*, on définit ®,, € C[X] le n-itme polyndme

cyclotomique par ®,(X) = [] (X — &), ou u}, C C désigne les racines
gepy,

primitives n-ieme de 'unité.

Proposition 44. Pour n € N*, &, est unitaire de degré p(n).

Proposition 45. Pour n € N*, X" —1 =[] ®4(n)
d|n

p—1
Exemple 46. ®;(X) =X — 1, &2(X) =X +1, &,(X) = > X*
k=0

Lemme 47. Soient A, B € Q[X] non nuls. On suppose que P = AB €
Z[X]. Si A et P sont unitaires, alors A et B sont d coefficients entiers.

Proposition 48. Pour n € N*, &, est dans Z[X].

Proposition 49. Pour n € N*, ®,, est irréductible dans Q[X].
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2) Polynoémes irréductibles

Théoréme 50. Soient F, C K une extension finie de degré n > 1 et
¢ € K. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) K =Fp[{] = Fy(&)

(ii) (1,6, ...
(iii) (1,&,&%,...,6"7Y) est une famille libre sur F,.

, &' 1) est une base du F,-espace vectoriel K.

(iv) Le polyndéme minimal de § sur K est de degré n.

Proposition 51. Soient p premier, n € N* et ¢ = p™. Soit P € F,[X]
unitaire et irréductible de degré n. Alors Fp[X]/(P) = F,.

Corollaire 52. Soient p premier, n € N* et P € F,[X] de degré n.

(i) Il existe des polyndomes unitaires irréductibles de degré n sur Fp[X].
(it) Si P est unitaire et irréductible, Fpn est un corps de rupture de P.

(iii) Si P est unitaire et irréductible, P divise X" — X .

Lemme 53. Soient d,n € N* et ¢ = p™. Soit P € F,[X] unitaire et
irréductible de degré d. Si P divise X1 — X, alors d divise n.

Théoréme 54. Soient p premier, a,n € N* et ¢ = p®. On note Py(d)
lensemble des polynomes unitaires irréductibles de degré d sur . Alors :

x"-x=[] [ Px)

dln PEP,(d)

Proposition 55 (Inversion de Mébius). On note p la fonction de Mobius.
Soit g : N* — C. On pose G(n) = _,, 9(d). Alors :

N n
Vn e N, gn) = Y u(d)G (5)
d|n
Corollaire 56. Si I(q,d) désigne le cardinal de Pp(d), alors, pour tout

neN ona:
1 n q"
=33
(¢, n) nZudqmn

3) Nombres constructibles

Définition 57. Soient A C R? et M € R%. On dit que M est construc-
tible en un pas a partir de A §’il existe deux éléments distincts, droites
ou cercles, tels que M est un point d’intersection de ces éléments.

Définition 58. Soit M € R2. On dit que M est constructible s’il existe
Ag C Ay C ... C A, des parties de R?, avec 4¢ = {(0,0),(1,0)}, M € A,
et A; = A;_1 U{M;} ou M; est constructible en un pas a partir de A;_;.

Définition 59. Un réel x est dit constructible si (x,0) est constructible.
Proposition 60. Tout rationnel est constructible.
Proposition 61. Six > 0 est constructible, alors v/ est constructible.

Théoréme 62. Soit x € R constructible. Alors x est algébrique sur Q,
et [Q(z) : Q] est une puissance de 2.

Application 63. La duplication du cube, la trisection de l’angle et la
quadrature du cercle sont impossibles d la régle et au compas. Autrement
dit, /2, \/T et cos (g) ne sont pas constructibles.

Développements

— Etude des polynémes cyclotomiques (48,49) [ ]

— Polyndmes irréductibles unitaires sur F, (54,55,56) | ]
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Définition 1. Soit P € Z[X4,...,X,]. On appelle équation diophan-
tienne toute équation de la forme P(z1,...,z,) = 0, dont on cherche les
solutions sur Z".

I Equations diophantiennes linéaires

1) Arithmétique dans Z

Proposition 2. Soient a,b € Z non nuls simultanément. L’équation
ax = b posséde une unique solution si, et seulement si a | b. Dans ce
cas, cette unique solution est x = 2 €.

Proposition 3 (Bézout). Soient a1,...,an, € Z et d = pged(ay, ..., an,).
Alors il existe uy,...,u, € Z tels que aruy + ...+ apu, = d.

Définition 4. Soient ay,...,a, € Z. On dit que a1, ..
entre eux si pged(ay, ..., a,) = 1.

., Gy, sont premiers

., 4, € 7Z sont premiers entre eux si, et
LUy € Z tels que aquy + ... + apuy, = 1.

Théoréme 5 (Bézout). aq,..
seulement st, il existe uq, ..

Lemme 6 (Gauss). Sia|bc etaNb=1, alorsa]c.

Lemme 7 (Euclide). Soit p premier. Si p | ab, alorsp|a oup|b.

2) Equations diophantiennes de degré 1

On s’intéresse a I’équation de la forme ax + by = ¢, avec a, b, c € Z.

Méthode 8. On effectue l’algorithme d’Fuclide pour trouver le pged de a
et b, noté d. En remontant les étapes de l’algorithme, trouver une solution
de au' +bv' = d puis de au+bv = c. Si (xo,yo) est une solution générale,
on obtient a(x —ug) = b(v — yo) et par le lemme de Gauss, a | v —yo et
b|u—xg, doncv=yo+ ak et u=xg— bk.

Théoréme 9. Soient a,b € Z. L’équation ax + by = ¢ admet des so-
lutions si, et seulement si, d = pged(a,b) | c. Dans ce cas, soit (xo,yo)
une solution particuliére donnée par l’identité de Bézout. L’ensemble des
solutions est donné par :

b a
— — - Z
{(a?()—i-kxd,yo k‘Xd>’k€ }

Exemple 10. (i) 42z + 66y = 10 n’admet pas de solutions.
(i) 112x + 70y = 14 a pour solutions les (2 + 5k, —3 — 8k) pour k € Z.

Proposition 11. L’équation aix1 + ...+ anx, = b admet une solution
si, et seulement si, pged(ay, ..., an) | b.

II Equations modulaires

On fixe n > 2 et p premier. On travaille par défaut dans Z/nZ.

1) Systémes de congruences

Méthode 12. Pour résoudre I’équation ax = b[n], on peut résoudre dans
7 Uéquation ax = b+ kn,k € Z, reformulée en ax — nk = b. On retrouve
alors une équation vue dans la premiére partie.

Proposition 13. L’équation ax = b[n] admet des solutions si, et seule-
ment si, pged(a,b) | b. En particulier, a € Z/nZ est inversible si, et
seulement si, a An = 1.

Corollaire 14. Z/nZ est un corps si, et seulement si, n est premier.

Théoréme 15 (Restes chinois). Soient mq,...,my des entiers premiers
entre eux deuzx d deuzx, et m = my ... my. Alors Uapplication définie par :

O: | Z/mL — Z/miZ X...XZL]mpZ
"t o— (™, ..., m™)

est un isomorphisme d’anneauz.

Exemple 16. Résolution de systémes de congruences :

{i 3]

2
4 [l
2) Carrés dans Z/pZ

Définition 17. On pose (Fy)? = {2? € F, | € F,} 'ensemble des carrés
de Fy, et F3?> =F2NF;.

S r=14+15k, ke Z

Proposition 18. Sig=p", ona :
(i) Sip=2, Fg:Fq
o 1 -1
(it) Sip>2, |F2| = 92 et [F3?| = 45+
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Proposition 19. Siqg=p" etp>2, onaz cF}? & 27 =1.

Corollaire 20. Si g =p" et p > 2, -1 est un carré dans Fy si, et seule-
ment si, q est congru d 1 modulo 4.

Corollaire 21. Il y a une infinité de nombres premiers de la forme 4k+1.

Définition 22. Soit p un premier impair et ¢ € N. On définit le symbole
de Legendre de a par p par :

a 1 sz
(> =q —1 st
p 0 si

Proposition 23. Pour z,y € F}, on a (% = (%) (%)

Le symbole de Legendre donne un morphisme Fy — {+1}.

2

F*
P
2

€
¢ F,
= 0

el 2 9

Proposition 24. Soit p un premier impair et a € N, alors (%) =a'T [p]

Théoréme 25 (Réciprocité quadratique). Soient p et q deux premiers

%) _ (E (—1)5 57

distincts impairs. Alors ;

2_1

Proposition 26. (%) =(-1)"=

Bxemple 27. (3) = (4) = (8) = (3) (5) = - (¥) =~ (3) =1

Exemple 28. L’équation z2 + 59y = 23 n’a pas de solutions entiers.

III Equations diophantiennes non linéaires

1) Premiers exemples

Méthode 29 (Descente infinie).
(i) On suppose par Uabsurde qu’il existe une solution non triviale.
(i) On construit d partir de cette solution une autre solution plus petite.

(iii) Par récurrence, on obtient une suite décroissante infinie de solutions
non triviales. Ce qui est impossible car toute suite décroissante de
N est stationnaire.

Théoréme 30. L’équation x*+y* + 22 n’as pas de solutions entiéres non
triviales

Théoréme 31. Soit (x,y,z) un triplet pythagoricien, c’est-a-dire solu-
tion de x? + y? = 22. Il existe d € 7 et u,v premiers entre euz tels que,
a permutation prés, on a ¥ = d(u? —v?), y = 2duv, z = d(u® + v?).

Théoréme 32. L’équation de Fermat ™ + y™ = 2™ n’a pas de solutions

pour n = 4.

Remarque 33. Cette équation n’a en fait pas de solution non triviale
pour tout n > 3. Conjecture de Pierre de Fermat, prouvée par Andrew
Wiles en 1995.

Théoréme 34 (Sophie Germain). Soit p un nombre premier impair tel
que 2p + 1 est premier. Si P 4+ yP + y? = 0, alors zyz = 0[p].

2) Réduction modulaire

Méthode 35. On peut réduire une équation d une équation modulaire
dans Z./nZ pour trouver (ou pas) une solution.

Exemple 36. La résolution de x2 + py = z nous rameéne d la recherche
d’une racine carrée de z modulo p.

Exemple 37. L’équation 23 +5 = 117y3 n’a pas de solution.

Exemple 38. Les équations 3 + 93 + 23 =4 et 23 + 93 + 23 =5 n'ont
pas de solutions entiéres.

3) L’anneau Z[i| des entiers de Gauss

Définition 39. On définit Z[i] = {a +ib € C|a,b € Z} 'anneau des en-
tiers de Gauss.

Proposition 40. Z[i|* = {£1, £i}
Proposition 41. Z[i] est un anneau euclidien.
Définition 42. On note ¥ = {n =a? 4+ b? |a, be N}.

Lemme 43. Soit p premier impair. Alors p € ¥ si, et seulement si, p est
réductible dans Z]i].

Lemme 44. Y est stable par multiplication.
Théoréme 45. Soit p premier impair. Alors p € ¥ ssi p = 1[4].

Corollaire 46 (Théoréme des deux carrés). Soit n € Nx. On le décom-

pose en produit de facteurs premiers : n = [] p?r () Alors :
p€P

neX s (VpelP,p=3[4]=v,(n) =0[2])
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Développements

— Théoreme des deux carrés (40,41,43,44,45,46) [Per96]
— Loi de réciprocité quadratique (25) [Serl3]
— Théoréme de Sophie Germain (34) [FGN13a]

Références

[Rom20] J.-E. Rombaldi. Algébre et Géométrie. DeBoeck

[Per96] D. Perrin. Cours d’Algébre. Ellipses

[Serl3] J.-P. Serre. Cours d’Arithmétique. PUF

[FGN13a] S. Francinou, H. Gianella, et S. Nicolas. Orauz X-ENS Algébre
1. Cassini
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Cadre : A est un anneau commutatif unitaire intégre, et K un corps.

I Polynémes irréductibles

1) Définition et premiéres propriétés

Définition 1. Soit P € A[X]. On dit que P est irréductible sur A[X]
lorsque P n’est ni nul ni inversible et si P = QR, avec Q,R € A[X],
implique que soit @ soit R est inversible.

Remarque 2. On a A[X]* = A*.

Proposition 3. On se place dans K[X], alors :
(i) Tout polynome de degré 1 est irréductible.
(ii) Tout polynéme irréductible de degré 2 ou plus n’a pas de racine dans
K.

Remarque 4. (X2 +1)? est de degré 4 et n'a pas de racine dans R mais,
n’est pas irréductible sur R.

Proposition 5. Tout polynome sur K de degré 2 ou 3 qui n’admet pas
de racine dans K est irréductible.

Proposition 6. L’anneau A[X] est principal si, et seulement si, il est
euclidien et si, et seulement si A est un corps.

Corollaire 7. P € K[X] est irréductible si, et seulement si, (P) est un
idéal mazimal.

Exemple 8. Dans Z[X], X?+1 est irréductible, mais Z[X]/(X?+1) est
isomorphe 4 Z[i] qui n'est pas un corps.

2) Factorialité

Définition 9. On appelle systéme de représentants des irréductibles de
A un ensemble P d’irréductibles tel que tout irréductible de A admette
un unique associé dans P.

Exemple 10. Les nombres premiers sont un systéme de représentants
des irréductibles de 7.

Définition 11. Un anneau A est dit factoriel si tout a € A\ {0} se dé-

compose sous la forme a = u [] pPr(@ ot u € A%, vp(a) € N presque
peP

tous nuls et P un systéme de représentants des irréductibles.

Exemple 12. Z est factoriel, Z[iv/5] ne lest pas.
Proposition 13. Tout anneau principal est factoriel.
Théoréme 14. Si A est factoriel, alors A[X] est factoriel.

Théoréme 15 (Lemme des noyaux). Soient f € L(E) et P=P;... Py
dans K[X] tel que les P; sont premiers entre euzr deux d deuz, alors :

k
Ker P(f) = @KerPi(f)
i=1

3) Critere d’irréductibilité
On suppose que A est factoriel. On considére K = Frac(A).

Définition 16. Soit P € A[X] non nul. On appelle contenu de P, noté
¢(P), le pged des coefficients de P. Si ¢(P) = 1, on dit que P est primitif.

Lemme 17. Le produit de deux polyndémes primitifs est primitif.
Lemme 18. Pour P,Q € A[X], on a ¢(PQ) = ¢(P)c(Q).

Théoréme 19. Soit P € A[X] non constant. Alors P est irréductible
dans A[X] si, et seulement si, il est primitif et irréductible dans K[X].

Théoréme 20 (Eisenstein). Soit P(X) = Y}, arX* € A[X] non
constant. On suppose qu’il existe p € A irréductible divisant tous les ay
sauf a,, et tel que p? ne divise pas ag. Alors P est irréductible dans K[X].

Application 21. Si p est premier, Zz;é X est drréductible dans Z[X].

IT Corps de rupture, de décomposition

1) Corps de rupture

Définition 22. Soit P € K[X] irréductible. Une extension monogene L
de K est appelée corps de rupture de P sur K si elle est engendré par K
et par une racine a de P.

Remarque 23. L est alors une extension de K de degré le degré de P.

Exemple 24. Si P est de degré 1, K est un corps de rupture de P.
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Théoréme 25. Tout polynome irréductible sur K admet un corps de rup-
ture, qui est unique a K-isomorphisme preés.

Exemple 26. C est le corps de rupture de X2 + 1 sur R.

Exemple 27. Le corps de rupture de X2 + X + 1 sur Fy est un corps d
4 éléments.

Corollaire 28. Pour tout polynéme sur K, il existe une extension de K
dans laquelle il admet au moins une racine.

Proposition 29. Soit P € K[X] de degré n. Alors P est irréductible sur
K si, et seulement si, P n’a pas de racine dans les extensions . de K avec
L:K]<3.

Remarque 30. On retrouve le critére d’irréductibilité pour n = 2 ou 3.

Proposition 31. Soit P € K[X] irréductible non constant. Si L est une
extension de K de degré premier avec le degré de P, alors P est irréduc-
tible dans K[X].

2) Corps de décomposition

Définition 32. Soit L une extension de K. Soit P € K[X] de degré n.
On dit que L est un corps de décomposition de P sur K si P est scindée
sur L[X], et si L = K[ayq,...,a,] avec ay, € L des racines de P.

Remarque 33. Un corps de décomposition est une extension de degré
fini.
Exemple 34. K est corps de décomposition de tout polynome de degré 1.

Exemple 35. C est un corps de décomposition de tout polynome réel
irréductible de degré 2.

Exemple 36. Q[v/2] est un corps de décomposition de X? — 2 sur Q.

Théoréme 37. Soit P € K[X] de degré n > 1. Alors il existe un corps
de décomposition de P sur K, unique a isomorphisme pres, de degré au
plus n!.

Exemple 38. Q[V/2] est un corps de rupture de X3 — 2 sur Q, mais ce
n’est pas un corps de décomposition.

Théoréme 39 (Elément primitif). Soit L une extension finie de K. On
suppose K de caractéristique nulle. Alors il existe o € L tel que L = K[a].

IIT Applications

1) Corps finis

Définition 40. Soit K un corps, on appelle sous-corps premier de K
I'intersection de tous ses sous-corps non nuls.

Exemple 41. Le sous-corps premier de R et C est Q.

Définition 42. Soit A un anneau unitaire, il existe un unique morphisme
d’anneaux ¢ : Z — A. Le générateur positif de Ker ¢ est appelé caracté-
ristique de A, notée car(A).

Proposition 43. Si A = K est un corps, sa caractéristique est nulle ou
est un nombre premier.

Corollaire 44. Si car(K) = 0, alors K est infini, mais la réciproque est
fausse.

Théoréme 45. Soit K C L une extension de corps, alors L est un K-
espace vectoriel.

Corollaire 46. Soit K C L une extension de corps avec K et L finis,
alors L 2 K™.

Théoréme 47. Si K est un corps fini de caractéristique p, son sous-corps
premier est Z/pZ. Ainsi K a pour cardinal une puissance de p.

Théoréme 48. A F,-isomorphisme pres, il existe un unique corps de
cardinal p™, noté Fpn.

2) Polyndémes cyclotomiques

Définition 49. Soit n € N*, on définit ®,, € C[X] le n-itme polyndme

cyclotomique par ®,(X) = [ (X — &), ou u} C C désigne les racines
35704

primitives n-ieme de I'unité.

Proposition 50. Pourn € N*, &, est unitaire de degré p(n).

Proposition 51. Pour n € N*, X" —1 =[] ®4(n)
d|n

p—1
Exemple 52. ®1(X) =X -1, ®(X) =X +1, &,(X) = > X*
k=0
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Lemme 53. Soient A, B € Q[X] non nuls. On suppose que P = AB €
Z[X]. Si A et P sont unitaires, alors A et B sont d coefficients entiers.

Proposition 54. Pour n € N*, ®,, est dans Z[X].

Proposition 55. Pour n € N*, ®,, est irréductible dans Q[X].

Développements

— Critere d’Eisenstein (17,18,19,20) | ]

— Etude des polynémes cyclotomiques (54,55) | ]

Références

[ | D. Perrin. Cours d’Algébre. Ellipses

[ ] X. Gourdon. Les Maths en Téte : Algébre. Ellipses, 2e édition

[ ] S. Francinou, H. Gianella, et S. Nicolas. Orauz X-ENS Algébre
1. Cassini
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Cadre : On considére K un corps commutatif et (A, +, X) un anneau
unitaire commutatif integre.

I Anneau factoriel : pged et ppem

1) Notion de divisibilité

Définition 1. Soient a,b € A. On dit que a divise b, noté a | b, 8'il existe
¢ € A tel que b = ac. C’est équivalent & dire que (b) C (a).

Définition 2. Soient a,b € A. On dit que a et b sont associés si a | b et
b | a. Cest équivalent a dire que (a) = (b).

Remarque 3. C’est une relation d’équivalence. Deux éléments associés

sont indiscernables du point de vue de la divisibilité.

Proposition 4. Soient a,b € A. Alors a et b sont associés si, et seule-
ment si, il existe u € A* tel que b = au.

Définition 5. Soit a € A non inversible et non nul. On dit que a est
irréductible si, pour tous b,c € A tels que a = bc,ona b e A* ouce A*.

Exemple 6. Dans Z, les éléments irréductibles sont les nombres premiers
et leurs opposés.

Définition 7. p € A\ {0} est premier si p € A* et, pour tous a,b € A,
plab= (p|aoup|bd).

2) Notions de pged et de ppem

Définition 8. Soient a,b € A. Pour d € A et m € A, on dit que :
(i) d est pged de a et b, noté d =a A b, si: Ve e A, (cla et c[b) = c|d.
(if) m est ppcm de a et b, noté m = a Vb, si: Ve € A, (alc et blc) = m|c.
On dit que a et b sont premiers entre eux si a Ab € A*.
Remarque 9. L’existence de pged et ppcm n’est pas garantie en général.

S’ils existent, ils sont définis d un inversible prés. On peut généraliser a
une famille quelconque d’éléments.

Proposition 10. Deux pged (ou ppem) sont associés.

Définition 11. On appelle systeme de représentants des irréductibles de
A un ensemble P d’irréductibles tel que tout irréductible de A admette
un unique associé dans P.

Exemple 12. Les nombres premiers sont un systéme de représentants
des irréductibles de 7.

Définition 13. Un anneau A est dit factoriel si tout a € A\{0} se décom-
pose sous la forme a = quePp”P(a) ouu € A%, vy(a) € N presque tous
nuls et P un systéme de représentants des irréductibles de fagon unique
a l'ordre des irréductibles pres.

Exemple 14. 7 est factoriel, Z[iv/5] ne lest pas.

On suppose maintenant que A est un anneau factoriel.

Proposition 15. Dans un anneau factoriel, les pged et ppem existent.

Proposition 16. Soient a,b € A, et soient a = quepp”P(“) et

b=wv Hpeppvp(b) leurs décompositions en produits d’irréductibles. Alors :
(i) aNb=]],cp
(ii) a Vb= Hpeppmax(vp(a),vp(b))

Application 17. Dans un groupe, il existe un élément d’ordre I’exposant
du groupe.

pmin(vp (a),vp (b))

Lemme 18 (Gauss). Sialbc et a Ab=1, alors alc.

Lemme 19 (Euclide). Soit p € A irréductible, et soit a,b € A, alors
plab = pla ou plb.

Corollaire 20. Un élément d’un anneau factoriel est premier si, et seule-
ment si, il est irréductible.

Proposition 21. Poura,b € A, (aAb)(aVb) = ab et an(bVa) = aV(bAa).

3) Contenu d’un polyndéme

Définition 22. Soit P € A[X] non nul. On appelle contenu de P, noté
¢(P), le pged des coefficients de P. Si ¢(P) = 1, on dit que P est primitif.
Lemme 23. Le produit de deux polyndémes primitifs est primitif.
Lemme 24. Pour P,Q € A[X], on a ¢(PQ) = ¢(P)c(Q).

Théoréme 25. Soit P € A[X]| non constant. Alors P est irréductible

dans A[X] si, et seulement si, il est primitif et irréductible dans K[X].

Théoréme 26 (Eisenstein). Soit P(X) = Y}_, apX* € A[X] non
constant. On suppose qu’il existe p € A irréductible divisant tous les ay
sauf ay, et tel que p? ne divise pas ag. Alors P est irréductible dans K[X].

Application 27. Sip est premier, Zi;é X est drréductible dans Z[X].

‘suoryedr[ddy ‘[nofed ap sewryjrodre ‘NDJdd 1° dDOJd - TVl



44

IT Anneau principal : Théoreme de Bézout

Définition 28. Un idéal I de A est dit principal s’il est monogene. Un
anneau A est dit principal s’il est intégre et si ses idéaux sont principaux.

Exemple 29. L’anneau Z est principal, ainsi que K[X], mais pas Z[X].
Z/nZ est principal si, et seulement si, n est premier.

On suppose maintenant que A est un anneau principal.

Proposition 30. Soient A principal et a,b € A. Alors a Ab est un géné-
rateur de (a) + (b), et aV n est un générateur de (a) N (b).

Théoréme 31 (Bézout). Soit A principal. Alors, pour tous a,b € A\{0},
il existe A\, u € A tels que \a+ pb=a Ab.

Corollaire 32. Soient A principal et a,b € A. Alors, a et b sont premiers
si, et seulement si, il existe A\, p € A tels que Aa + ub = e.

Remarque 33. Ces propriétés se généralisent d une famille quelconque
d’éléments.

Application 34 (Lemme des noyaux). Soit E un K-espace vectoriel de
dimension finie n. Soient f € L(E) et P = Py ... P, dans K[X] tel que
les P; sont premiers entre eur deux d deux, alors :

k
Ker P(f) = @KerPi(f)

Théoréme 35. Tout anneau principal est factoriel.

III Anneau euclidien : Algorithmes

1) Obtention du pgcd

Définition 36. Un stathme est une application v : A\ {0} — N telle
que pour tous a,b € A\ {0}, il existe q,r € A avec a = bqg + r et
(r =0 ou v(r) < v(b)). Un anneau inteégre possédant un stathme est dit
euclidien.

Exemple 37. Z muni de la valeur absolue et K[X]| muni du degré sont
euclidien.

Théoréme 38. Un anneau euclidien est principal.
Exemple 39. L’anneau 7Z [%} est principal et non-euclidien.

Proposition 40. Soit P € A[X]\ {0} de coefficient dominant inversible,
et F € A[X]. Alors il existe Q, R € A[X] tels que F = PQ+ R et (R=0
ou deg R < deg P).

Corollaire 41. Si K est un corps, alors K[ X] est euclidien.
On suppose maintenant que A est un anneau euclidien.

Lemme 42. Soient a,b € A. Soient q,vr € A avec a = bq + r et
(r=0ouv(r)<v()). Sir=0, alorsaANb=1>, sinon, a ANb=bAT.

Méthode 43 (Algorithme d’Euclide). Grice au lemme précédent, on peut
réitérer un calcul de pged pour obtenir des éléments de stathme stricte-
ment plus petit. Ainsi, l’algorithme se termine par stricte décroissance du
stathme dans N, et on peut calculer le pged de deux éléments.

Exemple 44. On va calculer le pged de 315 et 307 dans Z :
315=1x307+38 3=2x1+1
307 =8x38+3 2=2x1+40
8=2x3+2

Ainsi, 315 A 307 = 1.

Exemple 45. On va calculer le pged de X* —1 et X3 —1 :
(X* =) =X -1 x(X)+(X-1)
(XP—1)=(X-1)x (X2+ X +1)

Ainsi, (X2 —1)A(X3-1)=X —1.

2) Recherche d’une relation de Bézout

Méthode 46 (Algorithme d’Euclide étendu). En remontant lalgorithme
d’FEuclide, on est capable de déterminer une relation de Bézout.

Exemple 47. Grice au calcul de 315 A 307, on a :
=3-2x1
=3-(8—-2x3)x1=3x3-38
=(307—-8x%x38)x3—-8=307Tx3—-8x115
=307 x 3 — (315 —307) x 115 =307 x 118 — 315 x 115
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IV  Applications en arithmétique

1) Equations diophantiennes

Définition 48. Soit P € Z[X3,...,X,]. On appelle équation diophan-
tienne toute équation de la forme P(z1,...,2,) = 0, dont on cherche les
solutions sur Z".

Proposition 49. Soient a,b € Z non nuls simultanément. L’équation
ax = b posséde une unique solution si, et seulement si a | b. Dans ce cas,
cette unique solution est x = g €.

On s’intéresse a I’équation de la forme ax + by = ¢, avec a,b,c € Z.

Méthode 50. On effectue l'algorithme d’Euclide pour trouver le pged
de a et b, noté d. En remontant les étapes de l’algorithme, trouver une
solution de au' 4+ bv’ = d puis de au+bv = ¢. Si (xo,yo) est une solution
générale, on obtient a(x — ug) = b(v — yo) et par le lemme de Gauss,
alv—yo etb|u—xg, doncv=vyo+ak et u=1xy— bk.

Théoréme 51. Soient a,b € Z. L’équation ax + by = ¢ admet des so-
lutions si, et seulement si, d = pged(a,b) | ¢. Dans ce cas, soit (xo,yo)
une solution particuliére donnée par l’identité de Bézout. L’ensemble des
solutions est donné par :

b
{(xo+kxd,y0—kx2>’k€Z}

(i) 42z + 66y = 10 n’admet pas de solutions.
(i) 112z + 70y = 14 a pour solutions les (2 + 5k, —3 — 8k) pour k € Z.

Exemple 52.

Théoréme 53 (Sophie Germain). Soit p un nombre premier impair tel
que 2p + 1 est premier. Si xP + y? + y? = 0, alors zyz = 0[p].
2) Systémes de congruence

Théoréme 54 (Restes chinois). Soit n = mimsq avec mi Amg = 1. Alors
Uapplication définie par :

O: | Z/mL — Z/miZ X...XZL]miZ
o (@™, ..., m™)

est un isomorphisme d’anneauz.

Généralisation 55. Le théoréme des restes chinois se généralise da tout
produit d’entiers premiers entre eur deux d deu.

Exemple 56. Résolution de systémes de congruences :

z = 1[3]
v = 2M4] & x=10+60k ke Z
x = 0[5

Corollaire 57. Soient m,n € N premiers entre eur. On a alors
(Z)nmZ)* = (Z/nZ)* x (Z/mZ)*, et donc o(nm) = p(n)p(m).

Corollaire 58. Soit n = p{*'...pp*. Alors :

Aut(Z/nZ) = (Z/(pY")2)* x ... x (Z/(p*)2)*

Développements

— Critére d’Eisenstein (23,24,25,26) | ]

— Théoreme de Sophie Germain (53) | ]
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Cadre : K est un corps commutatif

I Racines d’un polynéme

1) Définitions et premieéres propriétés

Définition 1. Pour P € K[X], on dit que a € K est racine de P si (X —a)
divise P dans K[X].

Exemple 2. 1 et -1 sont racines de X2 — 1.

Proposition 3. Les racines de P € K[X] dans K sont ezactement les
éléments a € K tels que P(a) = 0.

Exemple 4. Les racines de X™ — 1 sont les racines n-iémes de ['unité.

Définition 5. On dit que a € K est racine de P € K[X] d’ordre k € N*
si (X — a)* divise P et (X — a)**! ne le divise pas.
Proposition 6. Si P € K[X] est de degré n, alors P a au plus n racines

dans K.

Remarque 7. Ceci est faux si K nest qu'un anneau : Dans Ma(R),
0a

X? admet toutes les matrices de la forme (&) comme racine, soit une
infinité.

Corollaire 8. 5i K est infini, il y a bijection entre les polynomes et les
fonctions polynomiales associées.

Théoréme 9. On suppose K de caractéristique nulle. Soit P € K[X] non
nul. Alors a € K est racine d’ordre k € N* de P si, et seulement si :

Vie[0,k—1], PDa)=0 et P®(a)#0

Remarque 10. Le résultat précédent est vrai en caractéristique quel-
conque, mais seulement pour les racines simples.

Corollaire 11. Soient aq,...,a, € K deuzr a deux distincts. L’applica-
tion suivante est un isomorphisme d’espace vectoriel :
vo: | K, 1[X] — K"
P > (P(ai))iei,n]

Remarque 12. L’antécédent d’un n-uplet est le polynome interpolateur
de Lagrange associé a ce n-uplet.

Définition 13. On dit que P € K[X] est scindé sur K si on peut écrire :
P(X)=A]J(X —a)™ avec m; €eN*a; €K, A€K
i=1

Remarque 14. Deux polynémes scindés sont premiers entre eux si, et
seulement si, ils n’ont aucune racine commune.

Définition 15. Soit P € K[X]. On dit que P est irréductible sur K[X]
lorsque P n’est pas constant et si P = QR, avec @, R € K[X], implique
que soit @ soit R est constant.
Proposition 16. On se place dans K[X], alors :

(i) Tout polynome de degré 1 est irréductible.

(i) Tout polynéme irréductible de degré 2 ou plus n’a pas de racine dans

K.

Remarque 17. (X? + 1)? est de degré 4 et n’a pas de racine dans R
mais, n’est pas irréductible sur R.

Théoréme 18 (D’Alembert-Gauss). Tout polyndome non constant de
C[X] admet une racine dans C.

Application 19. Toute matrice a coefficients complexes est trigonali-
sable.

Corollaire 20. Les polynomes irréductibles de C[X] sont les polyndmes
de degré 1. Ceuz de R[X] sont les polynomes de degré 1 et ceux de degré
2 sans racine.

2) Corps de rupture, de décomposition

Définition 21. Soit P € K[X] irréductible. Une extension monogene L
de K est appelée corps de rupture de P sur K si elle est engendré par K
et par une racine a de P.

Remarque 22. L est alors une extension de K de degré le degré de P.
Exemple 23. S P est de degré 1, K est un corps de rupture de P.

Théoréme 24. Tout polynéme irréductible sur K admet un corps de rup-
ture, qui est unique d K-isomorphisme prés.

Exemple 25. C est le corps de rupture de X2 4+ 1 sur R.
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Exemple 26. Le corps de rupture de X2 + X + 1 sur Fy est un corps d
4 €éléments.

Corollaire 27. Pour tout polynéme sur K, il existe une extension de K
dans laquelle il admet au moins une racine.

Définition 28. Soit L une extension de K. Soit P € K[X] de degré n.
On dit que L est un corps de décomposition de P sur K si P est scindée
sur L[X], et si L = K[aq,...,a,] avec ay, € L des racines de P.

Remarque 29. Un corps de décomposition est une extension finie.
Exemple 30. K est corps de décomposition de tout polynome de degré 1.

Exemple 31. C est un corps de décomposition de tout polynome réel
irréductible de degré 2.

Exemple 32. Q[ﬁ] est un corps de décomposition de X% — 2 sur Q.

Théoréme 33. Soit P € K[X] de degré n > 1. Alors il existe un corps
de décomposition de P sur K, unique a isomorphisme pres, de degré au
plus n!.

Exemple 34. Q[V/2] est un corps de rupture de X3 — 2 sur Q, mais ce
n’est pas un corps de décomposition.

Théoréme 35. Soient p un nombre premier, a,n € N* et ¢ = p*. On
note Py(d) l'ensemble des polyndmes unitaires irréductibles de degré d sur

F,. Alors :
x"-x=1] [ Px)
din PeP,(d)

Proposition 36 (Inversion de Mébius). On note p la fonction de Mobius.
Soit g : N* = C. On pose G(n) = >, 9(d). Alors :
N n
Yn e N, g(n) = Y u(d)G (5)
d|n

Corollaire 37. Si I(q,d) désigne le cardinal de Pp(d), alors, pour tout

neN* ona:
1 n q"
I, n (7> dNi
(¢,n) ”d% nlg)a 2

ITI Fonctions symétriques élémentaires

Ici, A désigne un anneau commutatif unitaire intégre, et soit n € N*.

1) Définitions et premiéres propriétés

Définition 38. Le groupe symétrique &,, agit sur A[X,...,X,,] par :
6n><A[X1,...,Xn] — A[Xl,,Xn]
(va(le"'aXn) — P(Xa(l)v"'vXo(n))
Les points fixes sous cette action, notés A[Xy, ..., X,,]®", sont appelés

polynoémes symétriques a n variables.
Exemple 39. Tout polynome a une variable est symétrique.

Définition 40. Pour tous n € N* et k € [0,n—1], les polynémes suivants
sont symétriques, et sont appelés polyndmes symétriques élémentaires :

Se= Y, XX,

1<ii<...<ip<n

Théoréme 41. Soit P(X) = >} _,axX* € K[X] ot a,, # 0. Dans un
corps de décomposition de P, P(X) = a,(X —ag) ... (X — ay). Alors :

ap = an(_l)nznkarl(O‘Oa BERE) an)

C’est une équivalence.

Application 42. Le déterminant d’une matrice (resp. sa trace) est un
coefficient de son polynéme caractéristique, produit (resp. somme) de ses
valeurs propres dans une cloture algébrique.

Proposition 43 (Formules de Newton). On pose Sy = >, XF, alors :

(i) Vk e [1,n], SF (~1)i2:Sk_; = 0, avec o = 1.
(i) Yk =n, > o(—1)'%;Sk_; =0

Application 44. Une matrice A € M,,(K) est nilpotente d’ordre n s,
et seulement si, pour tout k € [1,n], tr(4*) = 0.
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2) Structure des polynémes symétriques

Définition 45. Soit X{'.-- X% € A[Xi,...,X,] un mondéme. On
définit son poids comme ZZ:I kay. On appelle poids d’un polynéme
P € A[Xy,...,X,] le maximum des poids des mondmes dont il est la
somme. Par convention, on pose que le poids de 0 est —oo.

. k(k—1
Exemple 46. Le poids de Y, est nk — %

Théoréme 47. Soit P € A[Xy,...,X,]®". Il existe un unique Q €
AlX1,..., X, tel que P = Q(24,...,%5,). Autrement dit, tout polynome
symétrique est polynome en les polynémes symétriques élémentaires. De
plus, le poids de Q est le degré de P.

Exemple 48. Dans A[X,Y], X2 +Y? = (X +Y)? - 2XY.

IIT Applications

1) Polynémes cyclotomiques
Définition 49. Soit n € N*, on définit ®,, € C[X] le n-iétme polyndéme
cyclotomique par ®,(X) = [] (X = &), ot u} C C désigne les racines
gepy,
primitives n-ieme de 'unité.
Proposition 50. Pour n € N*, ®, est unitaire de degré p(n).
Proposition 51. Pourn € N*, X" —1 =[] ®4(n)
d|n

p—1
Exemple 52. ®1(X)=X -1, (X)) =X +1, ¢,(X) = > X*

k=0
Lemme 53. Soient A, B € Q[X] non nuls. On suppose que P = AB €
Z[X]. Si A et P sont unitaires, alors A et B sont d coefficients entiers.

Proposition 54. Pour n € N*, ®, est dans Z[X].

Proposition 55. Pour n € N*, @, est irréductible dans Q[X].

2) Localisation des racines

Lemme 56. Une matrice 4 coefficients complexes a diagonale dominante
est inversible.

Définition 57. Soit A = (a; ;) € M, (C). Le i-ieme disque de Gerschgo-
rin est le disque fermé de centre a; ; et de rayon r; = >0, 3=, |ai ;-

Théoréme 58. Les valeurs propres d’une matrice complexe sont situées
dans la réunion des disques de Gerschgorin.

Théoréme 59 (Gauss-Lucas). Soit P un polyndome a coefficients com-
plezes de degré au moins 2. Les racines de P’ sont contenues dans [’en-
veloppe convexe de celles de P.

Développements

— Etude des polynémes cyclotomiques (54,55) [ ]
(

35,36,37) | ]

— Polynémes irréductibles unitaires sur I,

Références
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[ | P. Tauvel. Corps commutatifs et théorie de Galois. Calvage et
Mounet
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Cadre : Soit K un corps commutatif. Soient n,p € N*.

I Action par translation : pivot de Gauss
1) Généralités
Définition 1. G£,(K) agit sur M,,(K) par multiplication & gauche.

Définition 2. On appelle matrice de transvection toute matrice qui est
de la forme T; ;(A) = I, + AE; j, ou A € K et ¢,j € [1,n] avec i # j.

Définition 3. On appelle matrice de dilatation toute matrice qui est de
la forme D;(\) =1, + A —1)E;;, ou A€ K et ¢ € [1,n].

Définition 4. On appelle matrice de permutation toute matrice qui est
de la forme P)i,j = [n — Ezv — E]‘,j +Ei,j +Ej,i7 ou Z,] S [[1,71]] avec 1 7é ]

Remarque 5. Ces matrices représentent également des transformations
élémentaires dans Ualgorithme du pivot de Gauss. Soit A € My, n(K) :

Opération
Résultat

T; ; (M)A

D;(NA

PiyjA
L; & Lj

On a les opérations analogues sur les colonnes en multipliant a droite.
2 2 12 2
Exemple 6. T52(1) x T51(—3) x Tp1(—1) x (i 3 72) = (85 421)

Définition 7. On appelle :
(i) pivot d’une ligne son coefficient non nul le plus & gauche.

(ii) matrice échelonnée en lignes une matrice telle que dés qu’une ligne
est nulle, les suivantes sont nulles, et pour les lignes non nulles le
pivot d’une ligne est strictement a droite du pivot de la ligne pré-
cédente. On dit qu'une matrice échelonnée est réduite si ses pivots
valent 1.

On a la définition similaire de matrice échelonnée (réduite) en colonnes.

Proposition 8. Les orbites sont en bijections avec les sous-espaces vec-
toriels de K* : A~ B < Ker A = Ker B.

Proposition 9. Toute matrice est dans l'orbite d’une unique matrice
échelonnée.

Lemme 10. On suppose E de dimension n > 2. Soient x,y € E\ {0}. Il
existe une transvection u ou un produit de deux transvections uv, tel que
u(z) =y ou wv(z) =y.

Théoréme 11. Les transvections engendrent SL(E).
Théoréme 12. Les transvections et les dilatations engendrent GL(E).

Application 13. L’algorithme du pivot de Gauss permet de se ramener a
la matrice réduite associée a une matrice via des opérations élémentaires
sur les lignes.

2) Application a la décomposition polaire
Pour K =R et n = p, on considére l'action par translation de O, (R).

Théoréme 14 (Décomposition polaire). On a les homéomorphismes :

O0,(R) x SHR) — GL,(R) U(R) xHIT(R) — GL,(R)
(0,S) — oS (U, H) — UH
Corollaire 15. Pour A € GL,(R), on a |||A]|]2 = /p(CAA)

Corollaire 16. Tout sous-groupe compact de GL,(R) qui contient le
groupe orthogonal O, (R) est le groupe O, (R) lui-méme.

IT Action de Steinitz : équivalence

Définition 17. Le groupe GL,(K) x GL,(K) agit sur M, ,,(K) par
(P,T)-M = PMT~!. Deux matrices de la méme orbites sont dites équi-
valentes.

Théoréme 18. Si M € M,, ,(K) est de rang r, alors M est équivalente
aJp = (% 5) € Mup(K).

Remarque 19. L’algorithme du pivot total permet d’obtenir J,.

Corollaire 20. Deux matrices sont équivalentes si, et seulement si, elles
ont méme rang.

Corollaire 21. rg(‘M) = rg(M)
Proposition 22. Soit K =R ou C. En notant O, lorbite des matrices
de rang v, on a que, pour tout r < min(n,p), O, = Uk@ Ok.

Corollaire 23. Soit K =R ou C. L’unique orbite fermée est Oy = {0},
et unique orbite ouverte est Owin(n,py- Si n = p, alors O, = GL,(K) est
un ouvert dense de M, (K).
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III Action par conjugaison : similitude

1) Généralités

Définition 24. Le groupe GL,(K) agit sur M,,(K) par P-M = PMP~1.
Deux matrices d'une méme orbite sont dites conjuguées ou semblables.

Remarque 25. Cette action traduit le changement de base. La réduction
des endomorphismes consiste a trouver des représentants élémentaires des
orbites de cette action.

Proposition 26. Le rang, le déterminant, la trace, les valeurs propres,
le polynome minimal et le polynome caractéristique sont des invariants de
similitude.

Remarque 27. Ce n’est pas une caractérisation! Par exemple, I et

(1) ont méme polynome caractéristique.

2) Trigonalisabilité et diagonalisabilté

Définition 28. On dit que A € M,,(K) est diagonalisable (resp. trigona-
lisable) si elle est semblable & une matrice diagonale (resp. triangulaire).

Application 29. Calcul de puissances : (PAP~1)" = PA"P~L.

Théoréme 30. Une matrice est diagonalisable (resp. trigonalisable) si
et seulement si son polynome minimal est scindé & racines simples (resp.
scindé).

Corollaire 31. Si K est algébriquement clos, toute matrice est trigona-
lisable.

3) Action de O,(R)
Si K = R, restreignons l’action par conjugaison & O, (R).
Remarque 32. Cette action traduit le changement de base orthonormée.

Proposition 33. Les valeurs propres (complexes) d’une matrice ortho-
gonale sont des racines de l'unité.

Lemme 34. Soit u € O(F), et soit F' un sous-espace vectoriel stable par
u. Alors F* est stable par u.

Lemme 35. Pour M € O,(R), il existe un sous-espace vectoriel W, de
R”™ tel que dim W,, < 2 stable par M.

Lemme 36. Pour v € O(E), il existe des sous-espaces vectoriels

Wi, ...,Wi de R™ stables par u tels que, pour tout i, dimW; < 2, et
k

E= 1. ,W,.

Théoréme 37. Soit M € O,(R), alors M est semblable d :

I, 0
—1In 0; 6]0727T[\{7T}
Ry, avec Ry — cosf; —sinb;
' %= \sinf; cos#;
0 R

s

IV  Action par congruence

On suppose ici que car(K) # 2.

Définition 38. Le groupe GL,(K) agit sur S,(K) par P-S = PS 'P.
Deux matrices d’une méme orbite sont dites congruentes.

Remarque 39. Cette action traduit le changement de base pour les
formes quadratiques.

Théoréme 40 (Sylvester). Soit A € S, (R). Il existe s,r € N tels que
s+ r < n uniquement déterminés par A tels que A soit congruente a la

. IT 0 0 . s e 7
matrice (0 —I, 0). Les orbites sont caractérisées par les couples (s,r),
0 00

appelés signatures des formes quadratiques associées.
Proposition 41. On a en fait :
s=max{dimF|F € P} et t=max{dimF|F e N}

ot P (resp. N') désigne l’ensemble des sous-espaces de R™ sur lesquels la
restriction de la forme quadratique est définie positive (resp. négative).

Corollaire 42. Deuz matrices de S, (R) sont congruentes si et seulement
si elles ont méme signature.

Théoréme 43. Si K est algébriquement clos, il existe r € [1,n] et

P € GL,(R) tel que A soit congruente d la matrice (15 0).
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Développements

— Générateurs de GL(FE) et de SL(E) (10,11,12) [Per96)
— Décomposition polaire (14) [CG13]
— Réduction des matrices orthogonales (34,35,36,37) [Gou94, CG13]
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Cadre : On considére un K-espace vectoriel E. Soit n € N*

I Dimension d’un espace vectoriel

1) Familles libres, familles génératrices, bases

Définition 1. Soit (z;);c; une famille de vecteurs de E. On dit que (z;);er
est une famille génératrice de E si Vect(z;)iec; = E.

Exemple 2. Dans R?, la famille {(§),(9),(3)} est génératrice.

Définition 3. Un espace vectoriel est de dimension finie s’il admet une
famille génératrice finie. Sinon, il est de dimension infinie.

Exemple 4. K" est de dimension finie. R[X] est de dimension infinie.

Définition 5. Une famille (z;);c; de E est dite libre si toute combinaison
linéaire vérifiant » . ; \jz; = 0 implique que, pour tout i € I, \; = 0.
Dans le cas contraire, la famille est dite liée.

Exemple 6. (i) Dans R3, {(%) , (_31) , (15?})} est liée.

1
(ii) Dans R3, {(jJ,(%),(g)} est libre.

Proposition 7. Une famille de E est libre si, et seulement si, aucun
vecteur de la famille n’est combinaison linéaire des autres.

Théoréme 8. Si E est engendré par un nombre fini n de vecteurs, toute
famille libre de E a au plus n éléments.

Définition 9. Une famille a la fois libre et génératrice est appelée base.

Exemple 10. (i) La famille (e;)icr (o0 e; = (0; j)1<j<n) €St une base
de K™ (base canonique).
(ii) La famille (X™)nen est une base de K[X].
(iii) La famille {(§9),(88),(98),(89)} est une base de Ms(K).

Proposition 11. Soit (e;);cr une base de E. Pour tout x € E, il existe
une unique famille (\;)icr telle que v =3 ;o Nie;.

2) Théorie de la dimension

Théoréme 12 (de la base incomplete). Soient E de dimension finie, G
une famille génératrice de E finie, et L une famille libre dans E. Alors il
existe une famille F de G telle que LU F soit une base de E.

Corollaire 13. (i) Tout espace vectoriel de dimension finie a une base.
(ii) Toute partie libre peut étre complétée en une base.
(iii) De toute famille génératrice on peut extraire une base.

Lemme 14. Soient E de dimension finie, G une famille génératrice de
E finie, et L une famille libre dans E. Alors Card £ < Card G.

Théoréme 15. En dimension finie, les bases ont méme cardinal.
Définition 16. Cet entier, noté dimg F, s’appelle dimension de E.

Proposition 17. Supposons E de dimension finie n, alors :
(i) Toute famille libre ou génératrice de n vecteurs est une base de E.
(i) Toute famille de plus de n éléments est liée.

(i) Toute famille de moins de n éléments ne peut étre génératrice.

Théoréme 18. Deux K-espaces vectoriels de dimension finie sont iso-
morphes si, et seulement si, ils ont méme dimension.

Corollaire 19. Si dimg F = n, alors E = K".

3) Sous-espaces et somme de sous-espaces

Soient E de dimension finie et F7, F sous-espaces vectoriels de E.

Théoréme 20. (i) dimg F; < dimg F < 400
(’LZ) dimg F1 =dimg F < F1 =F
(ZZZ) dimK(El + EQ) = dimg Fy + dimg Fy — dimK(El N EQ)

Théoreéme 21. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) E=E1 ® E,
(ii) dimg E = dimg Ey + dimg Fy et Ey N Ey = {0}
(i) dimg E = dimg Eq + dimg Fy et By + E; = E
(iv) E = Ey + Ey et By N Ey = {0}
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IT Théorie du rang

1) Rang d’une application linéaire
Soient E et F' deux K-espaces vectorielset f € L(E, F). Soit f € L(E, F).

Définition 22. On dit que f est de rang fini si Im f est de dimension
finie. Dans ce cas, 'entier dimIm f est appelé rang de f et est noté rg f.

Exemple 23. (z,y,2) = (x+y — 2,20+ y + 2,3z + 2y) est de rang 2.
Théoréme 24 (du rang). dimg F = rg f + dimg Ker f

Exemple 25. En appelant f la fonction définie a l'exemple 23, on a
Ker f = Vect (—jl), donc dimg Ker f =1, et on a bien 3=2+1
Corollaire 26. Supposons dimg F = dimg F' < +00, alors :

[ est bijective < f est injective < f est surjective

Contre-exemple 27. En dimension infinie, la dérivation sur R[X] est
surjective, mais non bijective.

2) Rang d’une matrice

Définition 28. On appelle rang d’une famille de vecteurs la dimension
de P’espace engendré par ces vecteurs. On appelle rang d’une matrice A
le rang de la famille de ses vecteurs colonnes. On le note rg A.

Proposition 29. Si A € M, (K), A est inversible < rg A = n.
0
3
1

Exemple 30. La matrice (é §) est de rang 3, donc inversible.

Définition 31. Soit A € M, ,(K). On appelle mineur d’ordre r le dé-
terminant d’une sous-matrice carrée de taille 7.

Théoréme 32. Le rang d’une matrice A € My, ((K) est la taille de son
plus grand mineur non nul.

Corollaire 33. Le rang de toute matrice est égal au rang de sa transposée.

Corollaire 34. Le rang d’une matrice est également le rang de la famille
de ses vecteurs lignes.

Remarque 35. Si A € M, ,(K), rg A < min(p, q).

Définition 36. Soient A,B € M, ((K). A et B sont équivalentes s'il
existe P € GL,(K) et Q € GL,(K) telles que B = PAQ.

3-11
Exemple 37. Les matrices ((1) 2 g) et (§ % §) sont équivalentes.

Théoréme 38. Soit A€ M, ,(K). Sir=rgA>1, A est équivalente d

la matrice J, = (IOT 8), ou I, est la matrice identité de taille r.

Corollaire 39. Deux matrices de méme taille sont équivalentes si, et
seulement si, elles ont méme rang.

Corollaire 40. On ne change pas le rang d’une matrice en multipliant
une colone par un scalaire non nul, ou en ajoutant a une colonne une
combinaison linéaire des autres colonnes (méme chose avec les lignes).

IIT Applications

Supposons F de dimension finie n.

1) Dualité

Définition 41. On note E* = L(F,K) l'ensemble des formes linéaires
sur E, appelé espace dual de F.

Proposition 42. Soit f € E*\{0}. Alorsrg f =1 et dimg Ker f = n—1.
Proposition 43. dimg F = dimg E* et £ = E*.

Théoréme 44. La base duale de la base (eq, ...

(fi,- s fn), 00 filej) = 0.

Proposition 45. On a dimg E = dimg E**. De plus, E et E** sont
canoniquement isomorphes.

,en) de E est donnée par

Définition 46. Pour A C E et B C E*, on note :
(1) A+ ={p € E*|Vx € A, o(x) = 0} l'orthogonal de A dans E*.
(ii) B° ={z € E|Vy € B,p(x) = 0} Vorthogonal de B dans E.

Proposition 47. (i) Si A C Ay C E, Ay C Af.
(i) Si By C By C E*, BS C Bj.

(iii) Si A C E, At = (Vect A)*.

(iv) Si B C E*, B® = (Vect B)°.
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Proposition 48. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors F*° = F
et dimg F + dimg F+ = dimg E.

Proposition 49. Si G un sous-espace vectoriel de E*. Alors G°+ = G
et dimg G + dimg G° = dimg E*.

Définition 50. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels, et soit u €
L(E, F). L’application ‘u : F* — E* définie par u(f) = f o u est appelée
transposée de u.

Proposition 51. Soit u € L(E). Un sous-espace vectoriel F' de E est
stable par u si, et seulement si, F+ est stable par u.

2) Réduction de Jordan pour les nilpotents

Proposition 52. Soit u € L(E). Supposons que xu = [[1_1 (X — Xi)*
et my = [10_ (X — X\;)%, alors :

(i) E = @,_, Ni, dimg Ny = ay, Ny = Ker(u — A\ Idg)°*

(i) (u—Idg)|n, est nilpotent d’indice By.
(7ii) Ny est stable par u et Ay est la seule valeur propre de ulp;,, .
Lemme 53. Soit u € L(FE) un endomorphisme nilpotent d’indice ¢ > 1.
Pour tout x € E tel que u?™Y(z) # 0, la famille By = (uF(x))1<r<q-1
est une famille libre de E et l'espace vectoriel F = Vect(B,, ,) est u-stable.
Théoréme 54. Soit u € L(E) un endomorphisme nilpotent d’indice
q > 1. Alors il existe une base B = By U...UB, de E telle que chaque
s.e.v. E; = Vect B; soit stable par u et que la matrice de u|g, soit :

0 v 0
Ji=11' " ] eM,(K), avec q; = dimg E;
O 10

Théoréme 55. Soit u € L(E) non nul tel que x, = [T5_ (X — X\i)* et

L, = [17_, (X — X\))Pi. Il existe une base B de E dans laquelle la matrice
de u soit de la forme A = Diag(Ji,...,J,) avec pour tout k € [1,p] :
Ak 0 0 . 0
Ek2 Ak 0 :
k=10 . - 0 | EMa®), ot e (0,1}
€kap—1 MO

0o - 0 Chop M

3) Réduction des endomorphismes normaux

Lemme 56. Si F' est un sous-espace vectoriel de E stable par u, alors F
et F- sont stables par u et u*.
Lemme 57. Supposons que n = 2. Alors :

(i) Siu a une valeur propre réelle, u est diagonalisable dans une base
orthonormée.

(i) Siw n’a pas de valeur propre réelle, la matrice de u dans une base

5 —b
orthonormée est de la forme (‘; o )

Théoréme 58. [l existe une base orthonormée B de E telle que :

A
Matp(u) =

Ts

bk ag

oun=r+2s, Ai,....,\r €ER et 7, = (a’“ _b’“) € Ms(R) pourk € [1, s].

Développements

— Réduction de Jordan (par la dualité) (53,54,55) | |

— Réduction des endomorphismes normaux (56,57,58) | ]

Références

[ ] X. Gourdon. Les Maths en Téte : Algébre. Ellipses, 2e édition

[ ] J. Grifone. Algébre Linéaire. Cépadues, 4e édition

[ ] S. Francinou, H. Gianella, et S. Nicolas. Oraux X-ENS Algébre
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[ ] J.-E. Rombaldi. Algébre et Géométrie. DeBoeck
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Cadre : K est un corps, E est un K-espace vectoriel de dimension n € N*
et B=(eq,...,e,) une base de E.

I Formes multilinéaires et déterminant

1) Formes multilinéaires

Définition 1. Soient Ey,..., E, et F' des K-espaces vectoriels. Une ap-
plication f : Fy x ... x E, — F est dite p-linéaire si, en tout point, les p
applications partielles sont linéaires. On note f € L,(E1 X ... X Ep,, F).
On parle de forme p-linéaire sur £ si By = ... = B, = E et FF = K,
I'ensemble des formes p-linéaires sur F est noté L,(F,K).

Exemple 2. Sip1,...,p, sont dans L(E,K), application

Y EP — K
(x1,...,2p) — @1(x1) ... op(xp)
est dans L,(E,K).
Définition 3. Soit f € £,(E,K).

(i) f est dite alternée si f(xq, ...
les x; sont égaux.

,xp) = 0 dés que deux vecteurs parmi

(if) f est dite antisymétrique si ’échange de deux vecteurs dans la suite
(x1,...,zp) donne & f des valeurs opposées.

Remarque 4. Soit f € L,(E,K), f est antisymétrique si, et seulement
st, pour tout o € &, et pour tout (x1,...,zp) € EP, on a :

f(xg(l), e ,xg(p)) = 8(0’)f($1, SN ,a:p)

Théoréme 5. Soit f € L,(E,K). Si car(K) # 2, alors f est antisymé-
trique si, et seulement si, f est alternée.

Théoréme 6. L’ensemble des formes n-linéaires alternées sur E est un
K-espace vectoriel de dimension 1. De plus, si x; s’écrit (z15,...,%n, ;)
dans la base B, les formes n-linéaires alternées sur E sont les applications
qui sont de la forme :

L Tn) = A Z €(0)T1,6(1) -+ Tn,o(n), avec A € K

geS,

f(xh N

2) Déterminant d’une famille de vecteurs

Définition 7. On appelle déterminant dans la base B 1'unique forme
n-linéaire alternée sur E prenant la valeur 1 sur la base B :

uxn) = Z E(U)xl,ﬂ(l) -« Ln,o(n)

cES,

det
g(:m,

(i) Soit f € L,(F,K), alors on a :
flay,. ... xn) = fleq,...

Proposition 8.

7en) dgt(xla s 7xn)

(i) Si B et B sont deux bases de E, alors :

det(x1,...,x,) = det B-det(z1,...,2,) et det Bdet B’ =1
B’ B B B B

Théoréme 9. Soient z1,...,z, € E, il y a équivalence entre :
(i) La famille (x4, ..
(ii) Pour toute base B de E, detp(z1,...,z,) = 0.

(#ii) Il existe une base B de E telle que detg(xq, . ..

., Ty) est lice.
,&n) = 0.

3) Déterminant d’un endomorphisme, d’une matrice

Définition 10. Soit f € L(E). Alors detg(f(e1),..., f(e,)) ne dépend
pas de la base choisie. On 'appelle déterminant de f et on le note det f.

Proposition 11. (i) Si f,g € L(E), det(f o g) = det(f) det(g).
(it) detIdg =1

(iii) Vf € L(E), f € Glo(E) & det f #£0, et on a det(f~1) = det(f) .

Définition 12. Soit A = (a; j)1<i,j<n € Mn(K). On appelle déterminant
de A le déterminant des vecteurs colonnes de A dans la base canonique
de K", et on le note det A. On a :

a1,1 -t Qln
det A =

= Z €(J)Hai,a’(i) = Z g(J)Haa(i),i
i=1 i=1

an,l . e anyn ceS, ceS,

Exemple 13. (i) |24| =ad - be

(ii) Régle de Sarrus : =aei +bfg+ cdh — ceg — bdi — afh

oo

Q a.e

C
"
K2
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Proposition 14. (i) Si f € L(E) alors det f = det Matp(f).
(ii) Si A € M,(K), alors det A = det "A.

(ii) Si A, B € M,,(K), alors det(AB) = det(A) det(B).

(iv) Deux matrices semblables ont le méme déterminant.

IT Meéthodes de calcul

1) Se ramener au cas triangulaire

Proposition 15. On ne change pas la valeur du déterminant en ajou-
tant a une colonne une combinaison linéaire des autres colonnes, de méme
pour les lignes.

Proposition 16. Si A € M, (K) est triangulaire, alors det A est le pro-
duit des éléments diagonauzr de A.

Exemple17.‘5 %%‘:‘ ‘:1
—1-10

111
011

001

Proposition 18. Si M = ({ §) avec A € My(K), B € M(n) — p|K et
C € M(p),n — plK, alors det(M) = det(A) det(B).

2) Mineurs et cofacteurs

Définition 19. Soit A = (a;,j)1<i,j<n € Mn(K), pour tout (¢,7) on ap-
pelle mineur de I'élément a; ; le déterminant A; ; de la matrice obtenue
en supprimant la i-iéme ligne et la j-iéme colonne de la matrice A. Le
scalaire A; ; = (—1)"T7 A, ; s’appelle cofacteur de a; ;.

Proposition 20. Soit A = (a; ;)1<ij<n € Mn(K), alors on peut déve-
lopper le déterminant par rapport a :

(i) la j-iéme colonne : det A =37 a; jA; ;

(i) lai-ieme ligne : det A = 370 a; ;A;

Exemple 21. ‘

oo

23
g)f\zlxg%l:fl

Définition 22. Soit A € M,,(K), la matrice (A4; ;j)1<i,j<n des cofacteurs
est appellée comatrice de A et notée Com(A).
Proposition 23. Soit A € M, (K), alors :
A'Com(A) = "Com(A)A = det(A)I,
Exemple 24. Pour A= (2%) € GLy(K) , A~ = A (4. 0)

—C a

3) Déterminants particuliers

Application 25 (Déterminant de Vandermonde).

Soient ay,...,a, € K avec n > 2.
2 n—1
1 a1 a7 - a .
1 ay a% - ay”
Viai,...,an) = . = I (4 —a)
- | ishign
1 a, a; an”

Application 26 (Déterminant de Cauchy).

Soient a1,...,an,b1,...,b, € K tels que pour tout (i,7), a; +b; #0 :

L 1. 1

a1Tb1 alTbQ alTbn

atby  aztbe attn | 1licj(a; —ai)(b; —by)

A’ﬂ = . . R =

: : : [1;;(ai +b5)
1 1 1

az+bi  antbs  an+tbn

Application 27 (Déterminant circulant).

Sotent n € N*, w=en etay,...,a, € K.
a1 a9 e (o35
ap ai An—1 n .
| =]IPW) ot P(X) = a1 + as X + ... + an X"
: jaie
a2 a3 DY al

IIT Applications

1) Systémes linéaires

Application 28 (Cramer). Soit A € M, (K), b,X € R. Alors AX = B
admet une unique solution si, et seulement si, det A # 0. En notant A;
est la j-iéme colonne de A, les x; sont donnés par :

7Ai—1aBaAi+1; .. ,An)
det A

. det(Al,...

Z;

. 2z — 5y + 2z
Exemple 29. Si{ = + 2y — 4z
3z — 4y — 6z

7
g , alors x =5,y =z = 1.
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2) Réduction des endomorphismes

Définition 30. Soit A € M,,(K). On appelle polyndme caractéristique

Lemme 40. Soient A,B € M, (R) symétriques définies positives dis-
tinctes, et o, 8 > 0 tels que o+ 8 =1, alors :

de A lélément de K[X] défini par x4(X) = det(A — X1I,,). det(aA + BB) > det(A)™ det(B)?

Remarque 31. x4(0) =det A

Proposition 32. X\ est valeur propre de A ssi xa(A) = 0.

0 - 0 —ao

Proposition 33. | !

1 —an—1

Théoréme 34 (Cayley-Hamilton). Pour A € M, (K), xa(A) =0.

3) Matrice et déterminant de Gram

Application 41 (Ellipsoide de John-Loewner). Soit K un compact d’in-
térieur non vide de R™, alors il existe un unique ellipsoide de centre 0 et
de volume minimal contenant K.

2

=x= (1" (X" + __ZO%X@') Développements

— Déterminant de Gram et inégalité de Hadamard (36,37,38) | ]
— Ellipsoide de John-Loewner (40,41) [ ]

Références

Définition 35. On appelle matrice de Gram de (x;)i1<ig<n la matrice

Mg(z1,... 2n) = .(<$ia$j>,)1<i-,j<nv et déterminant de Gram le détermi- [ ] X. Gourdon. Les Maths en Téte : Algébre. Ellipses, 2e édition

nant de cette matrice, noté G(z1,..., ). [ ] J. Grifone. Algébre Linéaire. Cépadues, 4e édition

Lemme 36. Le déterminant de Gram d’une famille de vecteurs est nul g Classi ],S’ Francinou, H. Glanella, et S. Nicolas. Orauz X-ENS Algcbre
. Cassini

si, et seulement si, elle est liée.

Théoréme 37. Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie
n € N* muni d’une base (e;)1<ign- Alors, pour tout x € E, on a :

Gler,...,en, )

d F 2 — ) 9 )

(l‘, ) G(el,...,en)

Théoréme 38 (Hadamard). (i) Soient x1,...,x, des vecteurs de E.

Alors G(x1,...,x,) < [ H%HQ

(i) Soient x1,...,x, € C". Alors |det(x1,...,2n)| < [Tieq [|2ill,-
Dans les deux cas, on a égalité si, et seulement si, (T;)1<i<n €st orthogo-

nale ou 'un des vecteurs est nul.

4) Géométrie

Théoréme 39. Soientvy,...,v, € K", onnote Vol(vy,...,v,) le volume

du parallélépipede engendré par vy, ..

.y Un, alors :

Vol(vy,...,v,) = |det(vy,...,v,)]
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Cadre : K est un corps, F un K-ev de dimension finie, et u € L(E).

I Polynémes d’endomorphismes

1) L’algebre K[X]
Définition 1. Soit P(X) = > " a,X" € K[X]. Pour f € L(E), on note :

P
P(f)=> aif' € L(E) ot ff=fo.. . of
=0 k fois
Pour A € M, (K), on note P(A) = >0  a;A" € M,,(K).
Définition 2. L’application ¢, : K[X] — L(E) définie par ¢, (P) =
P(u) est un morphisme de K-algébre. On note K[u] son image.

Remarque 3. Comme K[X] est une algébre commutative, Ku] aussi.

Théoréme 4 (Lemme des noyaux). Soient f € L(E) et P = P ... Py
dans K[X] tel que les P; sont premiers entre euzx deux d deuz, alors :

k
Ker P(f) = @Kerpi(f)

2) Polyndéme minimal

Définition 5. Le morphisme ¢, posséde un noyau non trivial. Comme
K est un corps, ce noyau est un idéal monogene de K[X], on note m, son
générateur unitaire, qu'on appelle polynéme minimal de u. C’est aussi le
polynéme unitaire annulateur de u de plus petit degré.

Remarque 6. Tout endomorphisme annule un polynéme non nul.
Proposition 7. K[u] 2 K[X]/Ker(p,) au sens des K-algébres.

Proposition 8. L’algébre K[u] est de dimension degm,, avec une base
donnée par (Idg,u, ... ,ude™ 1)

Remarque 9. Soit Q € K[X], si Q(f) =0, alors 7,|Q.

Définition 10. Soit A € K, le scalaire A est appelée valeur propre de u
il existe z € E\ {0} tel que u(x) = Az. On dit alors que x est un vecteur
propre de u associé a .

On appelle spectre de u, noté Sp(u), ’ensemble des valeurs propres de u.

Remarque 11. (i) 0 est valeur propre de u ssi Keru # {0}.

(i) Pour A € M, (K), on dit que X € K" est vecteur propre de A as-
socié a la valeur propre A € K. On note également Sp(A) le spectre
de A. Si A est la matrice d’un endomorphisme u, Sp(u) = Sp(A).

Définition 12. Soit A une valeur propre de u. On définit E) par :
E), ={x € E|u(z) = Az} = Ker(u — A\ dg)

E) est un sous-espace vectoriel de E stable par u, appelé sous-espace
propre de u associé a la valeur propre .

Proposition 13. Soient A\1,..., A\ des valeurs propres distinctes de u,

alors les sous-espaces propres Ey,, ..., Ey, sont en somme directe.

Proposition 14. Si f € L(E) et A € K, alors A € Sp(f) < 7p(A) =0.

3) Polyndéme caractéristique

Définition 15. Soit A € M,,(K). On appelle polynéme caractéristique
de A le polynéme de K[X] défini par x4(X) = det(4 — X I,,).

(i) xa(0) =det A
(ii) Une matrice a méme polyndme caractéristique que a transposée.

Remarque 16.

(i) Deuz matrices semblables ont méme polynéme caractéristique.
Exemple 17. Si A= (12), alors xa(X) = X? —5X — 2.

Définition 18. Soit u € L(FE). On appelle polynéme caractéristique de
u le polynéme caractéristique de la matrice de u, on le note x,.

Proposition 19. \ est valeur propre de u ssi x,(\) = 0.
Remarque 20. Soit A € M,,(K). On peut écrire :
Xa(X) =) BiX" ot fy=(—1)"det A, B,y = —trA, B, =1
i=0

Proposition 21. Soit f € L(E) et P € K[X] tel que P(f) =0.
Si A est valeur propre de f, alors P(A\) = 0.

Remarque 22. x; et m; ont les mémes racines.

Exemple 23. (i) Si f est nilpotent d’ordre n, m§(X) = X™ = xf(X).
(i1) Si f est Uapplication nulle, np(X) =X et x5(X)=X".
Théoréme 24 (Cayley-Hamilton). Pour f € L(E), xs(f) =0.
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II Réduction d’endomorphismes

1) Sous-espaces caractéristiques

Définition 25. Soit f € L(E) tel que xs(X) = (=1)" [[7_; (X — X\;)*>.
Pour tout 4, le sous-espace vectoriel N; = Ker(f — \;Idg)* s’appelle le
sous-espace caractéristique de f associé a la valeur propre \;.

Remarque 26. (i) Pour tout i, N; est stable par f et dim N; = «;.

(i1) E est somme directe de ses sous-espaces stables.

Définition 27. Soit f € L(E). Il existe un unique r € N* tel que :
{0}=Kerf°CKerfGg...GKerf  =Ker f't' =...=Kerf?=...
r s’appelle indice de f. C’est le plus petit entier tel que Ker f7 = Ker f"+1.

Remarque 28. (i) Vg < r, dim Ker f? < dim Ker f”
(it) Yq > r, dimKer f? = dim Ker f"

(iii) Si f est nilpotent, son indice est égal a son indice de nilpotence.
(iv) E=TImfO2Imf2..2Imfr=Imf = =Imfl=...

Proposition 29. Soit f € L(E) dont le polynome caractéristique x5 est
scindé sur K, xr(X) = (=1)" TT;_; (X — X\)*, alors :

(i) Le polynéme minimal 7y de f est de la forme :

T (X) = H(X —\)" avee Vi, 0 < r; < oy
i=1

(it) r; est lindice de l’endomorphisme [ — N1dg.

2) Diagonalisation et trigonalisation

Proposition 30. Soient f € L(E) et F un sous-espace vectoriel strict
de E stable par f. En notant g = f|p la restriction de f ¢ F, on a que g
est dans L(E) et que xq divise x;.

Proposition 31. Soit f € L(E), et soit A € K une racine de x5 de
multiplicité h, alors dim Ey < h.

Théoréme 32. Soit f € L(E), les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) [ est diagonalisable
(i1) xy est scindé sur K, et toute racine X est de multiplicité dim E}.

(iii) Il existe des valeurs propres A1, ..., N\, de f vérifiant E = @!_| E,,.

Application 33. Un endomorphisme est diagonalisable si, et seulement
st, il admet un polynome annulateur scindé a racines simples sur K.

Corollaire 34. Soit F' un sous-espace vectoriel de E stable par u. Suppo-
sons u diagonalisable (resp. trigonalisable). Alors u|p est diagonalisable
(resp. trigonalisable).

Théoréme 35 (Co-réduction). Soit (u;);er une famille d’endomor-
phismes de E commutant deux d deux. Siles u; sont diagonalisables (resp.
trigonalisables), alors on peut les diagonaliser (resp. trigonaliser) dans
une méme base.

3) Réduction de Jordan pour les nilpotents

Lemme 36. Soit u € L(E) un endomorphisme nilpotent d’indice ¢ > 1.
Pour tout © € E tel que ui~1(z) # 0, la famille B, = (u*(z))1<k<q-1
est une famille libre de E et [’espace vectoriel F' = Vect(By ) est u-stable.

Théoréme 37. Soit v € L(E) un endomorphisme nilpotent d’indice
q = 1. Alors il existe une base B = B1 U...U B, de E telle que chaque
s.e.v. B; = Vect B; soit stable par u et que la matrice de u|g, soit :

0 0
Ji=11" € My, (K), avec ¢; = dimg E;
6 10

Théoréme 38. Soit u € L(E) non nul tel que x, = [T7_ (X — X\i)* et

IT, = [17_, (X — X\)Pi. I existe une base B de E dans laquelle la matrice
de u soit de la forme A = Diag(Ji,...,J,) avec pour tout k € [1,p] :
Ak 0 0 e 0
€k,2 )\k 0 :
Jr = 0 0 EMak(K), 01l€k,i€{0,1}
L Ehar-1 A0
0 0 fpar M
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IIT Applications

1) Décomposition de Dunford

Proposition 39. Soient f € L(E) et F € K[X] un polynéme annulateur
de f. Soit F = M --- M= la décomposition en facteurs irréductibles
dans K[X] du polynéme F'. Pour tout i, on note N; = Ker M (f). Alors :

(i) E=@@i_ Ni
(it) Pour tout i, la projection sur N; parallélement a €, _; N; est un

polynome en f.

Théoréme 40 (Décomposition de Dunford). Soit f € L(E) dont le poly-
nome caractéristique x ¢ est scindé sur K. Alors il existe un unique couple
(n,d) d’endomorphismes tels que :

(i) d est diagonalisable, n est nilpotent
(it) f=d+n etn et d commutent

De plus, d et n sont des polynémes en f

Application 41. Soit A € M, (K) tel que xa est scindé sur K. Soit
A =D+ N sa décomposition de Dunford, alors la décomposition de Dun-
ford de e? est donnée par e = eP + eP(eN — I,,) avec eP diagonalisable
et eP (el — I) nilpotente.

2) Applications en calcul matriciel

Soit A € M,,(K) de polyndme caractéristique xa(X) = >0, 3 X"
Proposition 42. Soit P un polynéme annulateur de A. En effectuant la
division euclidienne de X* par P, on a X¥ = PQ + R, donc A* = R(A).
En particulier, on peut prendre P = x 4.

Exemple 43. 57 A = (? (1) (:15), alors A2 — A — 213 = 0. Il vient alors que
AF = ap A+ bI3 par la proposition. Comme -1 et 2 sont valeurs propres
de A, on a (—1)F = —ay, + by, et 28 = 2ay + bp. On en déduit que :

_oh (k2 a(—1)F
B 3 3
Proposition 44. Si A est inversible, alors det A = 5y £ 0, et :

1 [ .
A*l - _ iA171

AP I3

Exemple 45. Si A = (? (1) é), alors A — A — 2I; = 0, puis

A(3(A—13)) = Is. Il vient alors que A~' = (A — I3).

Proposition 46. Soit A= D + N la décomposition de Dunford de A :
exp(A) = exp(D) exp(N)

ot exp(D) est calculé par diagonalisation, et exp(N) est une somme finie.

Exemple 47. Si A= (32)=(39%)+(32), alors :
e3 0 1 0 0 2 e3 2e3
o= 5) (6 1)+05)-(0 %)

Développements

— Réduction de Jordan (par la dualité) (36,37,38) | ]
— Décomposition de Dunford (39,40) | ]
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Cadre : Soit K =R ou C, et soit F un K-espace vectoriel de dimension
finie n € N*. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Soit u € L(E).

I Généralités sur les sous-espaces stables

1) Définitions et premieéres propriétés
Définition 1. On dit que F est stable par u si u(F') C F.

Exemple 2. (i) Im(u) et Ker(u) sont stables par u.
(ii) Les sous-espaces propres de u sont stables par u.

(iii) Siu est une homothétie, tous les sous-espaces de E sont stables.

Proposition 3. Soient u,v € L(E) qui commutent. Alors :
(i) Tout sous-espace propre de u est stable par v.
(i) Im(u) et Ker(u) sont stables par v.

Exemple 4. Les sous-espaces caractéristiques de u sont stables par u.

Corollaire 5. Pour tout P € K[X], Ker(P(u)) et Im(P(u)) sont stables
par u.

Corollaire 6. Soit p un projecteur. Alors F' est stable par p si, et seule-
ment si, F' est la somme directe d’un sous-espace de Im(p) et d’un sous-
espace de Ker(p).

Proposition 7. (i) Si F est stable par u,v € L(E), alors il est stable
par w4+ v et par uov.

(i) Si F et G sont deuz sous-espaces vectoriels de E stables par u, alors
F+ G et FNG sont stables par u.

Application 8. Si u stabilise toutes les droites vectorielles de E, alors
u est une homothétie.

2) Endomorphismes induits et bases adaptées

Proposition 9. On suppose F' stable par u. Alors u induit deuzx endo-
morphismes ulp € L(F) et uw € L(E/F) obtenu par passage au quotient :

F——F—»FE/F

e

F——F—»FE/F

Proposition 10. On suppose F stable par uw avec dimF = r. Soit
B = Br U B une base de E, dont les r premiers vecteurs forment une
base Br de F. Alors la matrice de u dans la base B est de la forme
Matg(u) = (4 ) avec A = Matp, (u|r) et C = Mat g (). De plus,
Xu = Xu|pX@- Réciproquement, une matrice triangulaire par blocs fournit
des sous-espaces stables.

Proposition 11. On suppose F' stable par u. Alors :
(1) Xu|p divise Xu.
(ii) 7y, divise .

Proposition 12. x, est irréductible si, et seulement si, les seuls sous-
espaces de E stables par u sont {0} et E.

Application 13. Soient u,v € L(E) et w = uv — vu. Supposons que
rg(w) = 1. Alors x,, n'est pas irréductible dans K[X].

3) Dualité et sous-espaces stables

Définition 14. Pour A C E et B C E*, on note :
(i) At ={p € E*|Vx € A, ¢o(z) = 0} 'orthogonal de A dans E*.
(ii) B° ={z € E|VYy € B,p(x) = 0} 'orthogonal de B dans E.

Proposition 15. On a dim F + dim F'+ = dim E.

Proposition 16. (i) Si Ay C Ay C E, A3 C Af.
(i) St By C By C E*, BS C BY.
(iii) Si A C E, At = (Vect A)*.
(iv) Si B C E*, B® = (Vect B)°.
Définition 17. Soient G un K-espace vectoriel et u € L(E,G). L’appli-

cation ' : G* — E* définie pour f € E* par tu(f) = f owu est appelée
transposée de wu.

Proposition 18. Soit u € L(E). Alors F est stable par u si, et seulement
si, F+ est stable par ‘.

Application 19. u est trigonalisable si, et seulement si, x, est scindé
sur K.
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II Application a la réduction

1) Diagonalisation et trigonalisation

Théoréme 20 (Lemme des noyaux). Soient f € L(E) et P = Py... P,
dans K[X] tel que les P; sont premiers entre eux deuz d deuz, alors :

k
Ker P(f) = @KerPZ—(f)
i=1

Corollaire 21.

(ii) u est diagonalisable si, et seulement si, il existe P € K[X] scindé a
racines simples tel que P(u) = 0.

(i) E est somme directe de ses sous-espaces stables.

Corollaire 22. Soit F' un sous-espace vectoriel de E stable par u. Suppo-
sons u diagonalisable (resp. trigonalisable). Alors u|p est diagonalisable
(resp. trigonalisable).

Théoréme 23 (Co-réduction). Soit (u;)ier une famille d’endomor-
phismes de E commutant deux d deux. Si les u; sont diagonalisables (resp.
trigonalisables), alors on peut les diagonaliser (resp. trigonaliser) dans
une méme base.

2) Décomposition de Dunford

Proposition 24. Soient f € L(E) et F € K[X] un polynéme annulateur
de f. Soit F = M --- M= la décomposition en facteurs irréductibles
dans K[X] du polynéme F'. Pour tout i, on note N; = Ker M (f). Alors :

(i) E=@;_, Ni

(ii) Pour tout i, la projection sur N; parallélement d @j# N; est un

polynome en f.

Théoréme 25 (Décomposition de Dunford). Soit f € L(E) dont le poly-
nome caractéristique x ¢ est scindé sur K. Alors il existe un unique couple
(n,d) d’endomorphismes tels que :

(i) d est diagonalisable, n est nilpotent

(i) f=d+n etn et d commutent
De plus, d et n sont des polynomes en f

Application 26. Soit A € M, (K) tel que xa est scindé sur K. Soit
A =D+ N sa décomposition de Dunford, alors la décomposition de Dun-
ford de e? est donnée par e = eP + eP(eN — I,,) avec eP diagonalisable
et eP (e — I) nilpotente.

3) Réduction de Jordan pour les nilpotents

Lemme 27. Soit u € L(E) un endomorphisme nilpotent d’indice q > 1.
Pour tout x € E tel que u?~Y(x) # 0, la famille By = (u*(2))1<r<q—1
est une famille libre de E et U'espace vectoriel F' = Vect(B, ) est u-stable.

Théoréme 28. Soit u € L(E) un endomorphisme nilpotent d’indice
q > 1. Alors il existe une base B = By U...U B, de E telle que chaque
s.e.v. By = Vect B; soit stable par u et que la matrice de u|g, soit :

0 - - 0
Ji=11" € My, (K), avec ¢; = dimg E;
6. 16

Théoréme 29. Soit u € L(E) non nul tel que x, = [T7_1(X — X\;)* et

IL, = [17_,(X — X)Pi. I existe une base B de E dans laquelle la matrice
de u soit de la forme A = Diag(Ji,...,J,) avec pour tout k € [1,p] :
A O 0 e 0
€k,2 )\k 0 :
Ji = 0 0 EMak(K), OﬁEk,iE{O,l}

. €k,ar—1 )\k 0
0 s 0 E;%ak )\k

4) Réduction des endomorphismes normaux
Soit u € L(F) un endomorphisme normal.

Lemme 30. Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par u, alors F

et F- sont stables par u et u*.

Lemme 31. Sin =2, alors il existe une base orthonormée telle que :
(i) u est diagonalisable si u a une valeur propre réelle.

@ _b) sinon.

(ii) sa matrice est de la forme (¢

Théoréme 32. [l existe une base orthonormée B de E telle que :

A1
. 0 n=r+42s
Matg(u) = A avec { Ay Ar€R
.. Tk = (Z: ;l:c) € MQ(R)

Ts
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III Théorie des représentations
Soient G un groupe fini de cardinal n et V un C-espace vectoriel de di-
mension finie d.

Définition 33. Une représentation linéaire de G dans V est un mor-
phisme p: G — GL(V). On notera souvent p, au lieu de p(s). On dit que
V' est un espace de représentation de G. Le degré de p est d = dim V.

Exemple 34. La représentation triviale la représentation de degré 1 :

G — C
s — 1

p:

Exemple 35. On suppose que d = n. Soit (e;)ie une base de V. La
représentation suivante est appelée représentation réguliére :

R: GL(V)
(et —> est)

G —
R —

Définition 36. Soit p : G — GL(V) une représentation linéaire, et soit
W un sous-espace vectoriel de V' stable par G (donc stable par ps; pour
tout s € G). On définit alors une sous-représentation de p par :

G — GLW)
s > pslw

plw :

Définition 37. Soit p: G — GL(V) une représentation linéaire de G. Si
V =@;_, Vi, on dit alors que p est la somme directe des p; = plv;, que
I'on note p = @;_, pi.

Définition 38. Soit p : G — GL(V) une représentation linéaire de G.
On dit qu’elle est irréductible si V' n’est pas réduit & {0} et si aucun
sous-espace vectoriel non trivial de V' n’est stable par G.

Remarque 39. Toute représentation de degré 1 est irréductible.

Théoréme 40. Toute représentation linéaire est somme directe de repré-
sentations irréductibles.

Proposition 41 (Lemme de Schur). Soient p' : G — GL(V1) et
0% G — GL(V2) deuz représentations irréductibles de G. Soit f : Vi — Vs
une application linéaire telle que, pour tout s € G, p2o f = fopl. Alors :

(i) Si p' et p? ne sont pas isomorphes, alors f = 0.
(ii) Si Vi = Vy et pt = p?, alors f est une homothétie.

Développements

— Décomposition de Dunford (24,25) | ]
— Réduction de Jordan (par la dualité) (27,28,29) | ]

— Réduction des endomorphismes normaux (30,31,32) | ]
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Cadre : E est un K-ev de dimension finie. u € L(FE) est identifié a sa
matrice dans une base appropriée.

I Diagonalisation

1) Eléments propres

Définition 1. Soit A € K, le scalaire A est appelée valeur propre de u s’il
existe z € E \ {0} tel que u(z) = Az. On dit alors que z est un vecteur
propre de u associé a .

On appelle spectre de u, noté Sp(u), ’ensemble des valeurs propres de u.

Remarque 2. (i) 0 est valeur propre de u ssi Keru # {0}.

(i) Pour A € M, (K), on dit que X € K" est vecteur propre de A as-
socié a la valeur propre A € K. On note également Sp(A) le spectre
de A. Si A est la matrice d’un endomorphisme u, Sp(u) = Sp(A).

Définition 3. Soit A une valeur propre de u. On définit E par :
E) ={z € E|u(z) = Az} = Ker(u — A dg)

E) est un sous-espace vectoriel de E stable par u, appelé sous-espace
propre de u associé a la valeur propre A.

Proposition 4. Soient \i,..., A\ des valeurs propres distinctes de u,

alors les sous-espaces propres Ey,, ..., Ey, sont en somme directe.

2) Polyndéme annulateur, polynéme minimal

p .
Définition 5. Soit P(X) = > a; X" € K[X].
i=0
Pour tout f € L(E), on note :

P(f)=) aif € L(E)on ff=fo...of
i—0 N—————

k fois

Pour tout A € M,,(K), on note :

P(A) = zp:aiAi € M, (K)

=0

Définition 6. L’application suivante est un morphisme de K-algebre :

ou: | K[IX] — L(E)
X — U

On note K[u] son image.

Remarque 7. Comme K[X] est une algébre commutative, K[u] aussi.

Théoréme 8 (Lemme des noyaux). Soient f € L(E) et P = P;... Py
dans K[X] tel que les P; sont premiers entre eux deuz d deuzx, alors :

k
Ker P(f) = @KerPi(f)
i=1
Proposition 9. Si f € L(E) et A € K, alors A € Sp(f) < m¢(A) = 0.

3) Polyndéme caractéristique

Définition 10. Soit A € M, (K). On appelle polynéme caractéristique
de A le polynome de K[X] défini par :

Xa(X) = det(A - XI,,)

(i) xa(0) =det A
(ii) Une matrice a méme polyndme caractéristique que a transposée.

Remarque 11.

(iii) Deux matrices semblables ont méme polyndme caractéristique.
Exemple 12. Si A= (12), alors xa(X) = X? —5X — 2.

Définition 13. Soit u € L£(E). On appelle polynéme caractéristique de
u le polyndéme caractéristique de la matrice de u, on le note x,.

Proposition 14. \ est valeur propre de u ssi x,(\) = 0.
Remarque 15. Soit A € M,,(K). On peut écrire :

Xa(X) =) BiX" ot fy = (—1)"det A, By = —trA, B, =1
=0

Proposition 16. Soit f € L(E) et P € K[X] tel que P(f) = 0.
Si A est valeur propre de f, alors P(\) = 0.

Remarque 17. xy et m; ont les mémes racines.

Exemple 18. (i) Si f est nilpotent d’ordre n, mp(X) = X™ = xf(X).
(it) Si f est Uapplication nulle, m¢(X) = X et x5(X) = X".

Théoréme 19 (Cayley-Hamilton). Pour f € L(E), xs(f) =0.
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4) Diagonalisabilité et critéres de diagonalisabilité

Définition 20. Un endomorphisme est dit diagonalisable s’il existe une
base dans laquelle sa matrice est diagonale. Une matrice est diagonalisable
si ’endomorphisme associé est diagonalisable.

Remarque 21. Une matrice est diagonalisable si, et seulement si, elle
est semblable & une matrice diagonale.
Théoréme 22. Soit u € L(E), les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) u est diagonalisable
(ii) Il existe une base de E formés de vecteurs propres de u.

(iti) E est somme directe des espaces propres de u.

Théoréme 23. Soitu € L(E), les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) u est diagonalisable
(ii) X est scindé d racines simples sur K.
(iii) 1l existe P € K[X]\ {0} scindé a racines simples tel que P(u) = 0.
Corollaire 24. Si u est diagonalisable, alors pour tout sous-espace V' de

E stable par u, l'endomorphisme induit uly € L(V) est diagonalisable.

Application 25. Un endomorphisme est diagonalisable si, et seulement
st, il admet un polynome annulateur scindé da racines simples sur K.

Théoréme 26. u est diagonalisable si, et seulement si, x, est scindé et
la multiplicité de chaque valeur propre est égale a la dimension de [’espace
propre associé.

II Résultats de diagonalisabilité

1) Codiagonalisabilité
Proposition 27. Soient u,v € L(E) tels que uov = v ou, alors :
(i) Tout sous-espace propre de u est stable par v.
(i) Imu est stable par v.
Théoréme 28. Soient u,v € L(E) diagonalisables tels que uov = vou,

alors il existe une base commune de diagonalisation de u et v. On dit que
u et v sont codiagonalisables.

Application 29. GL,(R) et GL,,(R) sont isomorphes en tant que
groupes si, et seulement si, n = m.

2) Endomorphisme symétrique

Définition 30. Soit E un espace euclidien, et soit u € L(F) autoadjoint,
alors u est un endomorphisme symétrique. On note S(E) ’ensemble des
endomorphismes sur E symétriques, et S,(R) l'ensemble des matrices
symétriques réelles. On a M € S, (R) < ‘M = M.

Théoréme 31. u € S(E) est diagonalisable dans une base orthogonale.

Remarque 32. Le résultat est fauzr dans S, (C).

15

Exemple 33. Pour M = 32;'
§2 1
diagonalisable, M serait nulle. M

=

, on a M?> = 0. Donc si M était

[N

J

3

‘est donc pas diagonalisable.

3) Corps finis

Théoréme 34. Soit Fy un corps fini de cardinal q, E un F;-espace vec-
toriel et u € L(E). u est diagonalisable si, et seulement si, X9 — X est
un polynome annulateur de u.

IIT Applications

1) Résolution de systémes linéaires

Théoréme 35. Soit M € M, (K) diagonalisable, alors M* = PD*P~1.

CoA (1 -1 k_ 2x2k -3 2k 3k
Exemple 36. Si A = (2 1 ), alors A" = (—2><2"+2><3"’ ok ok )

Application 37. Systéme linéaire de suites récurrentes :

A Upar = up —vp ug = 2 Up =3 x 271 — 4 x 37
Sz{vn+1:2un—|—4vn Et{v 1 alors{vn:—3><2"+4><3" ’

Application 38. Systeme différentiel linéaire a coefficients constants :

de __ 2t 3t
) Sr=r—y xz = Chie”* + Cae
Si { By _ 9yt 4y alors { Y = Cre?t — Cyed -
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2) Décomposition de Dunford

Proposition 39. Soient f € L(E) et F € K[X] un polynéme annulateur
de f. Soit F' = M --- Mg la décomposition en facteurs irréductibles
dans K[X] du polynéme F. Pour tout i, on note N; = Ker M (f). Alors :

mE=§M

(ii) Pour tout i, la projection sur N; parallélement d @ Nj est un po-
JF£i
lynome en f.

Théoréme 40 (Décomposition de Dunford). Soit f € L(E) dont le poly-
nome caractéristique x ¢ est scindé sur K. Alors il existe un unique couple
(n,d) d’endomorphismes tels que :

(i) d est diagonalisable, n est nilpotent
(i) f=d+n etn et d commutent

De plus, d et n sont des polynomes en f
Application 41. Soit A € M, (K) tel que xa est scindé sur K. Soit
A =D+ N sa décomposition de Dunford, alors la décomposition de Dun-

ford de e? est donnée par et = eP + P (eN — I,,) avec eP diagonalisable
et eP(eN — I) nilpotente.

3) Réduction des endomorphismes normaux

Soit u € L(F) un endomorphisme normal.

Lemme 42. Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par u, alors F
et F- sont stables par u et u*.

Lemme 43. Supposons que n = 2. Alors :

(i) Siu a une valeur propre réelle, u est diagonalisable dans une base
orthonormée.

(it) Siu n’a pas de valeur propre réelle, la matrice de u dans une base

orthonormée est de la forme (‘; ;b).

Théoréme 44. Il existe une base orthonormée B de E telle que :

A1

Matg (u) = -

Ts

by ak

oun=r+2s, A1,..., A\ ER et 1, = (a’C _b"') € My(R) pour k € [1, s].

Développements

— Décomposition de Dunford (39,40) | ]

— Réduction des endomorphismes normaux (42,43,44) | ]
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Cadre : K est le corps R ou C, et n € N*. On munit M,,(K) d’une norme
d’algebre ||.||.

I Définitions et premieres propriétés

1) Définition

Proposition 1. Si A € M, (K), la série )
sur tout compact de M, (K).

k
% converge normalement

Définition 2. On définit 'application exponentielle comme suit :

exp: | M,(K) — M, (K)
50 k
A — exp(A) = 1, Ak—!

Corollaire 3. exp est une application continue.

Exemple 4. (i) exp(O,) = I, et exp(I,) = el,
A 0 eM 0
(ii) exp = .
0 An 0 ern

(iii) Si N est nilpotente d’indice k, exp(N) = Zf:_ol 1;[,

2) Propriétés de ’exponentielle de matrices
Proposition 5. (i) AB = BA = exp(A+ B) = exp(A) exp(B)

(ii) VP € GL,(K), VA € M,,(K), exp(PAP™) = Pexp(A)P~!
(iii) exp(*A) = ‘exp(A) et exp(A) = exp(A)

0 0
) et = <1 0), alors on a
sinh(1)

i1 )) différent de exp(A) exp(B) = G D

Contre-exemple 6. Si A

et - (o2

Proposition 7. (i) Si A € M,(K), alors exp(4) € GL,(K) et
(exp(4))~" = exp(— A).
(ii) exp(A) est un polynome en A.

Proposition 8. Sp(exp(A)) = exp(Sp(A))

Corollaire 9. det(exp(A)) = exp(tr(A))

Corollaire 10. Si N est nilpotente, alors exp(N) — I, est nilpotente.
Proposition 11. Si A € M, (K) est diagonalisable, si (\i)1<i<n sont
ses valeurs propres distinctes, et si P € K[X] vérifie P(\;) = e, alors

exp(A) = P(A).

7

3) Méthode de calcul

Exemple 12. 5i Ag = (2 _00), alors exp(Ag) = <Z:’;z _Czlsnae)

Définition 13. Une matrice A € M, (K) admet une décomposition de
Dunford s’il existe D diagonalisable dans M,,(K) et N nilpotente telles
que DN =NDet A=D+ N.

Théoréme 14. Si le polynéme caractéristique de A est scindé, alors A
admet une unique décomposition de Dunford sur K.

Remarque 15. En particulier, ¢’est le cas pour toute matrice de M,,(C).
Proposition 16. Soit A de décomposition de Dunford A = D+ N, alors :
exp(A) = exp(D) exp(N) = exp(D) + exp(D)(exp(N) — I,)

Corollaire 17. Soit A € M, (K) telle que x4 est scindé sur K, alors A
est diagonalisable si, et seulement si, exp(A) l’est.

Exemple 18. Calcul d’un bloc de Jordan de taille k :

A1 0 1 4 e
exp ' ' =t
1 1
0 A 0 1

Corollaire 19. Si x4 est scindé sur K, on peut calculer exp(A) d Uaide
d’une décomposition de Jordan.
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II Etude de l’application exponentielle
1) Injectivité et surjectivité

Proposition 20. exp n’est pas injective.

Exemple 21. exp ((ZOTr _3”)) =exp(0) = I

Lemme 22. Pour A € M, (C), exp(C[4]) = C[A4]*.
Théoréme 23. exp(M,(C)) = GL,(C)

Théoréme 24. exp(M,(R)) = {A%| A€ GL,(R)}

Application 25. (i) GL,,(C) est connezxe par arcs.

(i) St A € GL,(C), alors il existe B € GL,(C) telle que A = BP.

2) Régularité
Proposition 26. L’application exp : M, (K) = GL,,(K) est C>.
Remarque 27. La différentielle de exp en 0 est l'identité.

Définition 28. Comme dyexp = Id, exp est un C!-difféomorphisme local
sur un voisinage de 0. Plus précisément, on peut définir son inverse sur la
boule ouverte centrée en I,, de rayon 1. Si ||H|| < 1, on pose :

(—H)*

eXp_l(In+H):1Og<In+H>:_Z A

k>1

Proposition 29. Pour X, H € M, (K), on a :

dxexp(H)=eX> ~——-H ot adX(H)=XH-HX

Corollaire 30. Si X, H € M,,(K) commutent, dx exp(H) = ¢XH.

Proposition 31. t — exp(tA) est dérivable de dérivée t — Aexp(tA).

IIT Applications

1) Equations différentielles linéaires

Définition 32. Un systeme différentiel linéaire du premier ordre dans

Y1

K" est une équation de la forme Y’ = AY + B, ou Y = ( : ) € K" et
Yn

A: T — My,(K) et B: T — K" sont continues sur un intervalle I de R.

Théoréme 33. Par tout point (to, Vo) € I x K" il passe une solution
mazximale unique, définie sur I tout entier.

Proposition 34. Pour A € M, (R), la solution du probléme de Cauchy
Y'(t) = A-Y(t) et Y(tg) = Vy est donnée par :

Y(t) =exp ((t —t9)A) - Vo

Proposition 35. Pour A € M,(R) et B : I — K", la solution du pro-
bléme de Cauchy Y'(t) = A-Y(t) + B(t) et Y(to) = Vo est donnée par :

t
Y(t) =exp((t —to)A) - Vo + / exp((t — u)A)B(u)du
to
2) Exponentielle de matrices et topologie
Théoréme 36 (Décompostion polaire). GL,(R) = O,(R) x ST (R)
Théoréme 37. exp : S, (R) = ST (R) est un homéomorphisme.

n(n+1)
2

Corollaire 38. G£,(R) 2 O0,(R) xR

Développements

— Décomposition de Dunford (14) [ ]
— Surjectivité de 'exponentielle de matrice (22,23,24) | ]

— Un homéomorphisme induit par 'exponentielle (37,38) | ]
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Cadre : K est un corps et E un K-espace vectoriel de dimension n € N*.

I Endomorphismes trigonalisables

1) Premiers outils de réduction

Définition 1. Soit u € L(FE). Il existe un unique polynoéme unitaire
qui engendre 'idéal de K[X] formé des polynémes annulateurs de u. On
I’appelle polynéme minimal de w.

Définition 2. Soit u € L(F). On appelle polynéme caractéristique de u,
noté x,, le polynéme défini par x,,(X) = det(u — Xidg).

Théoréme 3 (Cayley-Hamilton). Pour u € L(E), xu(u) = 0.

Définition 4. Les racines de x,, dans K sont appelées valeurs propres de
u. On note Sp(u) 'ensemble des valeurs propres. Pour A € Sp(u), on note
E\ = Ker(u — Midg) lespace propre de u par rapport a A.

Théoréme 5 (Lemme des noyaux). Soient u € L(E) et P = P;... Py
dans K[X] tel que les P; sont premiers entre eux deuz d deuz, alors :

k
Ker P(u) = @ Ker P;(u)
i=1

2) Définition et caractérisation

Définition 6. Soit v € L(FE). On dit que u est trigonalisable §’il existe
une base B de E telle que Matg(u) soit triangulaire supérieure.

Définition 7. Une matrice A € M,,(K) est dite trigonalisable si A est
semblable a une matrice triangulaire supérieure.

Remarque 8. [I est équivalent de dire qu’un endomorphisme est trigo-
nalisable et que sa matrice dans une base l’est.
Théoréme 9. Soit u € L(E). Sont équivalentes :
(i) u est trigonalisable
(ii) 1l existe un polynome annulateur scindé sur K.
(#ii) Le polyndme minimal m, est scindé sur K.

(iv) Le polynome caractéristique x, est scindé sur K.

Corollaire 10. Soit u € L(E) trigonalisable. La restriction de w d un
sous-espace stable par u est encore trigonalisable.

Corollaire 11. Dans le cas ou K est algébriquement clos, tout endomor-
phisme est trigonalisable.

Exemple 12. ((1) _01) est C-trigonalisable mais pas R-trigonalisable.

Corollaire 13. Soit A € M, (K) trigonalisable et {A\1,..., \n} son
spectre. Alors tr A=>"" | X\, et det A=T[/_, \i.

3) Trigonalisation simultanée

Proposition 14. Soient u,v € L(E) tels que uwv = vu. Alors :

(i) Tout sous-espace propre de v est stable par u.

(ii) Imv est stable par u.
Théoréme 15 (Triangulation simultanée). Soient uq,...,u, € L(E)
commutant entre eux deuzr & deux. On suppose que les u; sont tous tri-
gonalisables. Alors il existe une base de E dans laquelle les matrices des

u; sont toutes triangulaires supérieures. On dit alors que les u; sont co-
trigonalisables.

Proposition 16. Soient u,v € L(E). Si u et v commutent et sont trigo-
nalisables, alors u+ v et uv sont trigonalisables.

4) Propriétés topologiques
On considere K =R ou C.

Définition 17. On note :
(i) Dp(K) ={M € M, (K)| M est diagonalisable}
(ii) Th(K) ={M € M, (K) | M est trigonalisable}
(iii) C,(K) ={M € D,(K)| M a n valeurs propres distinctes}

Proposition 18. Dans l’espace topologique T,,(K), on a :

(i) Cn(K) =T, (K)
(i§) CalK) = Da(K)
Proposition 19. T,,(R) est un fermé de M, (R).

Proposition 20. C,(R) est un ouvert de M, (R).
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II Endomorphismes nilpotents

1) Définition et caractérisation

Définition 21. Soit u € L(F). u est dit nilpotent s’il existe p € N tel
que u? = 0. On note NV (E) 'ensemble des éléments nilpotents de L£(E).

Exemple 22. La dérivation P — P’ dans l’espace K, [X] des polynomes
de degré inférieur ou égal a n est nilpotente. Ceci est faux quand on consi-
dére la dérivation dans K[X].

Définition 23. Soit u € N (FE). On appelle indice de nilpotence de u le
plus petit entier p € N tel que uP = 0.

Remarque 24. D’apres le théoréme de Cayley-Hamilton, 'indice de nil-
potence de uw € N(E) est inférieur a n.

Proposition 25. Soit u € N(FE) d’indice p. Il existe xg € E tel que la
famille (o, u(zo),...,uP~ (xg)) soit libre.
Proposition 26. Soit u € L(E). Sont équivalentes :

(i) u est nilpotent.

(i1) xu(X) = X

(7i5) m,(X) = XP avec p € [1,n]

(iv) u est trigonalisable et sa seule valeur propre est 0.
Dans ce cas, u est d’indice de nilpotence p.

Exemple 27. Soit A = <§ § —21). On a alors x4(X) = X(X? - 1). La

seule valeur propre de A sur R est 0, mais A n’est pas trigonalisable.

Proposition 28. Si K est de caractéristique nulle, alors u est nilpotent
si, et seulement si, tr(u*) = 0 pour tout k € [1,n].

Exemple 29. SicarK = p > 0, alors I, vérifie la condition précédente
sans étre nilpotente pour autant.

2) Structure de N (F)

Proposition 30. Siu € N(E), alors Au € N(E) pour tout A € K. On
dit que N'(E) est un cone.

Remarque 31. N (FE) n'est pas stable par addition. Ce n’est pas un idéal
de L(E), ni méme un sous-espace vectoriel.

Exemple 32. A= (3})+(98) n'est pas nilpotente.

Exemple 33. Supposons E de dimension 2. Soit M € Ms(K). Alors
xm(X) = X2 —tr(M)X + det(M). Donc M est nilpotente si, et seule-
ment si, tr(M) = det(M) = 0. En écrivant A = (¢} , cela revient a
a = —d et ad = be. Pour K = R, on peut voir N(E) comme le cone

d’équation a® +bc = 0 dans Uespace de dimension 8 des matrices de trace
nulle de Ma(R).

Proposition 34. Soient u,v € N(E) et f € L(E).

(i) Siu et v commutent, alors u+v € N(E).

(it) Siu et f commutent, alors uf = fu € N(E).

IITI Applications a la réduction

1) Décomposition de Dunford

Proposition 35. Soient f € L(E) et F € K[X] un polynome annulateur
de f. Soit F = BM7" --- M&= la décomposition en facteurs irréductibles
dans K[X] du polyndme F. Pour tout i, on note N; = Ker M (f). Alors :

@E=§M

(it) Pour tout i, la projection sur N; parallélement & € N; est un po-
i
lynome en f.

Théoréme 36 (Décomposition de Dunford). Soit f € L(E) dont le poly-
nome caractéristique x ¢ est scindé sur K. Alors il existe un unique couple
(n,d) d’endomorphismes tels que :

(i) d est diagonalisable, n est nilpotent

(ii) f =d+n etn etd commutent

De plus, d et n sont des polynomes en f
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2) Réduction de Jordan pour les nilpotents

Définition 37. Soit A € K une valeur propre de u € L(E). On appelle
sous-espace caractéristique de u associé a A 'espace Ny = Ker(u—AIldg)®,
ou « est la multiplicité de A dans yy,.

Proposition 38. Soit u € L(E).

Supposons que Xy = [[_ (X — X)¥ et my = [[1_, (X — N\;)P, alors :

p
(i) E= @ Ny, dimg N, = ay, Ny = Ker(u — /\kIdE)B’”“
k=1

(i) (u—Idg)|n, est nilpotent d’indice By.

(iii) Ny est stable par u et Ay est la seule valeur propre de uln,,.

Lemme 39. Soit u € L(E) un endomorphisme nilpotent d’indice ¢ > 1.
Pour tout x € E tel que u?™1(z) # 0, la famille B, = (u*(2))1<k<q—1
est une famille libre de E et ’espace vectoriel F = Vect(B,, ) est u-stable.

Théoréme 40. Soit u € L(FE) un endomorphisme nilpotent d’indice
q = 1. Alors il existe une base B = By U...U B, de E telle que chaque

s.e.v. E; = Vect B; soit stable par u et que la matrice de u|g, soit :
0 0
1 . : .
J; = e M, (K), avec ¢; = dimg E;
0 1 0
p
Théoréme 41. Soit u € L (F) non nul tel que x, = [](X — X\)* et
i=1

P

I, = [](X —X\)?. Il existe une base B de E dans laquelle la matrice de
i=1

u soit de la forme :

avec pour tout k € [1,p] :

A O 0 0
€k,2 >\k 0 :
J = 0 0 EMak(K), 0’&6&,’6{0,1}
L fhar—1 A0
0 0 frar Mk
Développements

— Décomposition de Dunford (35,36) | ]
— Réduction de Jordan (par la dualité) (39,40,41) | |
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Cadre : Soit K un corps commutatif et soit n € N*.

I Généralités
1) Définitions et premieres propriétés

Définition 1. A € M, (K) est symétrique lorsque ‘4 = A. On note
S, (K) 'ensemble des matrices symétriques a coefficients dans K.

Définition 2. A € M,,(K) est hermitienne lorsque A* = A=A On
note H,(K) ensemble des matrices hermitiennes a coefficients dans K.

Exemple 3. (33) € S2(R), (1 1) €Ha2(C), (i 1) € S2(R)

Définition 4. A € M,,(K) est orthogonale lorsque ‘AA = I,,. On note
0,,(K) ’ensemble des matrices orthogonales & coefficients dans K.

Définition 5. A € M,,(K) est unitaire lorsque A*A = "AA = I,. On
note Uy, (K) l'ensemble des matrices unitaires & coefficients dans K.

Définition 6. A € M, (K) est définie positive lorsque XAX >0 pour
tout X € R™\ {0}.

Définition 7. A € M,,(K) est antisymétrique lorsque ‘A = —A. On note
A, (K) I'ensemble des matrices antisymétriques a coefficients dans K.

Proposition 8. Si car(K) # 2, alors M, (K) = S,(K) @ A,(K) et

Remarque 9. La famille ((E; ;)1<i<n, (Eij + Eji)1<i<j<n) €st une base
de Sp(K). La famille (E; j — Eji)1<i<j<n est une base de A, (K).

Remarque 10. H,(C) est un R-espace vectoriel de dimension n?

ce n'est pas un C-espace vectoriel.

Exemple 11. (}2)=5(27)+5(537) . (L) =G +i(20)

, mais

2) Lien avec les formes bilinéaires symétriques

Définition 12. Soient F un K-espace vectoriel et ¢ : F x E — K. ¢ est
une forme bilinéaire symétrique sur E lorsque = — ¢(x,y) et y — ¢(z,y)
sont linéaires et, pour tous z,y € E on a ¢(z,y) = ¢(y, ).

Définition 13. Soient E un K-espace vectoriel et ¢ : E x E — K. ¢
est une forme sesquilinéaire hermitienne sur E lorsque = — ¢(z,y) est
linéaire, y — ¢(x,y) est antilinéaire et que, pour tous z,y € E on a

¢(ij y) = ¢(y7 l‘)

Exemple 14. La forme suivante est sesquilinéaire hermitienne :

1
(f,9) — [y f(t)g(t) dt
Proposition 15. Supposons E de dimension finie. Soit B = (e1,...,e,)
une base de E. On note M = (¢(e;,€;))1<ij<n, 0U ¢ : E X E — K est
bilinéaire ou sesquilinéaire. M est appelée matrice le ¢ dans la base B.

De plus, ¢ est symétrique si, et seulement si, M est symétrique, et ¢ est
hermitienne si, et seulement si, M est hermitienne.

3) Endomorphismes adjoints

Définition 16. Une forme bilinéaire symétrique définie positif sur F est
appelée produit scalaire. Une forme sesquilinéaire hermitienne définie po-
sitif sur F est appelée produit hermitien.

Exemple 17. La forme suivante est un produit scalaire :
R™ x R™ — R
T Y1
n
5 — Z TiYi
i=1
In Yn
Définition 18. Un R-espace vectoriel E est euclidien s'il est de dimen-
sion finie et s’il est muni d’un produit scalaire, noté (.,.). Un C-espace

vectoriel E est hermitien s’il est de dimension finie et s’il est muni d’un
produit hermitien, noté (.,.).

Définition 19. Soit E un espace euclidien ou hermitien, et soient
frg€ L(E). f et g sont dits adjoints lorsque :

Va,y € E, (f(v),y) = (z,9(y))

Pour f € L(E) donné, il existe au plus un endomorphisme adjoint & f,
qu’on appelle adjoint de f, et qu’on note f*. Lorsque f = f*, on dit que
f est autoadjoint.

Proposition 20. Soit B une base orthonormée de E, et f € L(E). Alors
f* existe et Matp(f*) = Matp(f)*.
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Proposition 21. Soient E un espace euclidien. Alors f € L(E) est au-
toadjoint si, et seulement si, sa matrice est symétrique.

Proposition 22. Soient E un espace hermitien. Alors f € L(E) est
autoadjoint si, et seulement si, sa matrice est hermitienne.

Exemple 23.

R?2 — R2 | RZ — R2
z — z+ 3y = t — v 2y
Y 2z + 8y Y 3z + 8y
II Propriétés des matrices symétriques et
hermitiennes

1) Réduction des endomorphismes autoadjoints

Proposition 24. Soient E un espace euclidien ou hermitien, et f un
endomorphisme autoadjoint. Si F' est un sous-espace vectoriel stable par
f, alors F+ est stable par f.

Théoréme 25. Soient E un espace euclidien ou hermitien, et f un en-
domorphisme autoadjoint. Alors il existe une base orthonormée de vecteur
propre pour f, les valeurs propres de f étant réelles.

Corollaire 26. Soit M € S,,(R), alors il existe une matrice C € O, (R)
telle que ‘CMC est diagonale réelle.

Corollaire 27. Soit M € H,(C), alors il existe une matrice U € U, (R)
telle que U*MU est diagonale réelle.

Exemple 28. Si A = (_11{) et U = %(1 _li), alors U*AU = (§9).

Contre-exemple 29. (} ') € S2(C) n'est pas diagonalisable.

Corollaire 30. (i) Si M € M, (R), M € S,/ T(R) & Sp(M) C R™*
(i) Si M € M, (C), M € H!*(C) & Sp(M) C R**
Proposition 31. Soit M = (a;;)i1<ij<n € Sn(R). Pour k € [1,n], on

note My, = (ai,j)1<ij<k € Sk(R). M est définie positive si, et seulement
si, Vk € [1,n], det(My) > 0.

Corollaire 32. Soient M,N € S,(R) (resp. H,(C)), telles que la ma-
trice M soit définie positive. Alors il existe une matrice C inversible telle
que C*MC = 1I,, et C*NC' est diagonale réelle.

Lemme 33. Soient A,B € M, (R) symétriques définies positives dis-
tinctes, et a, B > 0 tels que a+ B =1, alors :

det(aA + BB) > det(A)* det(B)?

Application 34 (Ellipsoide de John-Loewner). Soit K un compact d’in-
térieur non vide de R™, alors il existe un unique ellipsoide de centre 0 et
de volume minimal contenant K.

2) Décomposition polaire

Lemme 35. Si deuxr matrices sont diagonalisables et commutent, alors
elles sont diagonalisables dans une méme base.

Théoréme 36 (Décomposition polaire). On a les homéomorphismes :
On(R)x STT(R) — GLL,(R) U(R)x HIT(R) — GL,(R)
(0,S) — oS (U,H) — UH
Corollaire 37. Pour A € GL,(R), on a ||A| = p(*AA).
Lemme 38. Pour tout M € S;F"(R), on a | M|, = p(M).

Théoréme 39. exp : S, (R) — ST (R) est un homéomorphisme.

n(n+1)
2

Corollaire 40. G£,(R) = O0,(R) xR

IIT Application a 'optimisation

1) Résolution de systémes linéaires
Théoréme 41. Soient A € §;FH(R), b € R" et ¢ € R. Posons :

J: | R* — R
X — LAX,X)— (b, X) +c

Minimiser J sur R™ revient d résoudre le systéme linéaire AX = b.

Théoréme 42 (Décomposition de Choleski). Soit A € ST+ (R). Il existe
une unique matrice P € M,,(R) triangulaire supérieure d coefficients dia-
gonauzx strictement positifs telle que A = ‘pP.
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2) Algorithmes

Théoréme 43 (Méthode du gradient & pas variable). On reprend la
fonctionnelle quadratique J définie précédemment. Soit (p¥)ren une suite
réelle. On considére la suite (u¥)gen définie par :

u% € R™ donné
uFtt =k — pF v J(uF)
On note \1 et A\, respectivement la plus petite et la plus grande valeur

propre de A. La suite (u¥)ren converge vers u* € R™ réalisant le mini-
mum de J si 0 < pF < )\l, le meilleur choiz étant p*F = M%

Théoréme 44 (Méthode du gradient & pas optimal). Soit J une fonc-
tionnelle définie sur R™ de classe Ct. On considére les suites (p*)gen et
(uF)ren définies par :

u® € R™ donné

k . . . k k

p* minimise p — J (uF — pV J(u¥))

ubtt = uk — pF v J(uF)
Dans le cas de la fonctionnelle quadratique, cet algorithme converge vers
u* € R™ réalisant le minimum de J si A € ST (R). On a alors :

|V (uh)]|?
(AV J(uF), V J(uk))

k

Développements

— Décomposition polaire (36,37) | ]
— Ellipsoide de John-Loewner (33,34) | ]
— Un homéomorphisme induit par exponentielle (38,39,40) [ ]
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Cadre : K est un corps et E un K-espace vectoriel de dimension n € N*.

I Formes linéaires et espace dual

1) Généralités sur les formes linéaires

Définition 1. Une forme linéaire sur E est une application de E dans
K. On note E* = L(E,K) 'ensemble des formes linéaires sur E, appelé
espace dual de F.

Exemple 2. (i) (z1,...,2,) — zk est une forme linéaire sur K™.
(ii) Pour A € M, (K), Uapplication fa : M — tr(AM) est une forme
linéaire sur M, (K).
(iii) SiK =R et f: E— R est différentiable en un point a, alors d, f
est une forme linéaire.
(iv) Le morphisme d’évaluation ev, : P — P(a) en un point a € K est
un morphisme sur K, [X].

Proposition 3. Le noyau d’une forme linéaire non nulle est un hyper-
plan de E. Réciproqguement, tout hyperplan de E est le noyau d’une forme
linéaire non nulle.

Exemple 4. Si A est non nulle, {M € M, (K) |tr(AM) = 0} est un hy-
perplan de M, (K).

2) Espace dual et base duale
Soit B = (e, ..

Définition 5. On appelle base duale de B la famille B* = (e7, ...
ou chaque e} est défini par e (e;) = 9, ; pour tous i, j € [1,n].

Exemple 6. Dans R?, si B = ((1,0),(0,1)), alors B* = (e}, e3) avec
ef: (z,y) —»x etes:(x,y) —y.

.,ep) une base de F.

sen)s

Proposition 7. Toute base duale est une base de E*. En particulier,
dim(E) = dim(E*), et pour tout ¢ € E* ona p = >, ¢(e;)er.

Corollaire 8. L’application suivante est un isomorphisme :

E — E~
n n
T = Zi:l TiCi rp= Zi:l xie]

1l n’est pas canonique car dépend de la base B choisie.

Théoréme 9. Soit H un espace de Hilbert. Alors pour toute application
¢ € H' = H*, il existe un unique f € H tel que, pour tout v € H, on ait
o(v) = (f,v). De plus, ¢ — f est une isométrie.

Application 10. Si E est l’espace euclidien (resp. hermitien) R™ (resp.
C™) muni de son produit scalaire usuel, on a l’isomorphisme canonique
de E dans E* qui d x associe y — (x,y).

Proposition 11. L’application f : A — fa est un isomorphisme de
M, (K) dans son dual. De plus, toute forme linéaire f sur M, (K) véri-
fiant f(XY) = f(YX) et colinéaire a la trace.

Application 12. Sin > 2, tout hyperplan de M,,(K) coupe GL,(K).

3) Espace bidual et base antéduale
Définition 13. E** = (E*)* est appelé espace bidual de E

Proposition 14. On a un isomorphisme de E dans E** donné par :

E — Dl
z — (fre f(2)

Proposition 15. Soit B* = (f1,..., fn) une base de E*. Alors il existe
une unique base B = (eq,...,e,) de E dont B* est la base duale. B est
alors appelée base antéduale de B*.

Exemple 16. Soient (z;)ogi<n une famille de points de K deux d deux
distincts. Notons €; = [, ~=2% € K, [X] et B* = ({o, ..., L) la base

1#] xi—x;
de K, [X]* des polynomes de Lagrange. Alors la base antéduale de B est
(eVgys- -, €Vy, ).

II Autour de ’orthogonalité

1) Notion d’orthogonalité
Définition 17. Pour A C E et B C E*, on note :
(i) At ={p € E*|Vz € A, ¢o(z) = 0} I'orthogonal de A dans E*.
(ii) B° ={z € E|Vp € B,p(x) = 0} orthogonal de B dans E.
Proposition 18. (i) Si Ay C Ay C E, on a Ay C Af.
(i) Si By C By C E*, on a BS C BY.
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(i) Si AC E, on a A+ = (Vect A)*.
(ii) Si B C E*, on a B° = (Vect B)°.

Proposition 19.

Proposition 20. Soit F (resp. G) un sous-espace de E (resp. E*).
(i) dimg F + dimg F+ = dimg F et (F+)° = F.
(i) dimg G + dimg G° = dimg E* et (G°)* = G.
Corollaire 21. (i) Soient p formes linéaires 1, ...,p, de E* de rang
r. Alors F = (/_, Ker(y;) est de dimension n —r.
(i) Si F est un sous-espace de dimension q, il existe n — q formes li-
néairement indépendantes @1, ..., pp telles que F = (_, Ker(p;).
Proposition 22. Soient Ay, Ay (resp. By, Bs) deuzx sous-espaces vecto-
riels de E (resp. E*). Alors :
(i) (A1 + Ag)t = Af N Ay et (By + By)° = B} N BS.
(i) (A1 N Ax)t = AL + Ay et (By N By)° = BY + BS.

2) Transposée d’une application linéaire
On considere F' un K-espace vectoriel de dimension finie.

Définition 23. Soit u € L(E,F). Pour tout f € E*, on a fou € E*.
On appelle transposée de u 'application :

Wil F* — E*
f — fou

t,

Remarque 24. Pour tous x € E et p € F*, on a {p,u(z)) = (u(p),z).

Proposition 25. Soit B une base de E et B’ une base de F. On a alors
Mat g g (u) = “Matp g (u) et donc rg(u) = rg(u).

Corollaire 26. En identifiant E et F a leurs biduauz, on a = u.

(i) (wov)="vo'
(ii) Tm(*u) = (Ker(u))*
(iii) Ker("u) = (Im(u))*

Proposition 27.

IIT Applications

1) Réduction de Jordan pour les nilpotents

Définition 28. Soit A € K une valeur propre de u € L(E). On appelle
sous-espace caractéristique de u associé a A 'espace N = Ker(u—AIldg)®,
ou « est la multiplicité de A dans y,,.

Proposition 29. Soit u € L(E).

Supposons que x, = [[7_1 (X — X\)% et m, = [[—, (X — X\;)%, alors :

P
(Z) FE = @ Nk, dimK Nk = Ok, Nk = Ker(u— )\kIdE)Bk
k=1

(i) (u—Idg)|n, est nilpotent d’indice By,.
(iii) Ny est stable par u et Ny est la seule valeur propre de ul|y, .
Lemme 30. Soit u € L(E) un endomorphisme nilpotent d’indice ¢ > 1.

Pour tout © € E tel que ui~Y(x) # 0, la famille By » = (u*(2))1<k<q—1
est une famille libre de E et l’espace vectoriel F' = Vect(By, ;) est u-stable.

Théoréme 31. Soit u € L(E) un endomorphisme nilpotent d’indice
q > 1. Alors il existe une base B = B1 U...UB, de E telle que chaque

s.e.v. E; = Vect B; soit stable par u et que la matrice de u|g, soit :
0 - - 0
1. : .
Ji = € My, (K), avec ¢; = dimg E;
0 1 0

Théoréme 32. Soit u € Z(E) non nul tel que x,, = [[_, (X — X\;)* et
Ty = 15—, (X — Xi)Pi. I existe une base B de E dans laquelle la matrice
de u soit de la forme :
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avec pour tout k € [1,p] : Références
Ak 0 0 0 [ ] X. Gourdon. Les Maths en Téte : Algébre. Ellipses, 2e édition
Eka Ak 0 ) : [ ] J. Grifone. Algé'brsz'\néaiTe. C(/épac}ué's, 4e édition
=10 - o | € Mo (), 0t e € {0,1) { | J.-E. Rombaldi. Algébre et Géométrie. DeBoeck

: €k,ap—1 )\k 0
0 s 0 Ek,a /\k

2) Calcul différentiel

] A. Avez. Calcul différentiel. Masson

On se place sur K =R et on considere (E, (.,.)) un espace euclidien.

Proposition 33. Si f : E — R est différentiable en a € E, alors il existe
un unique vecteur, appelé gradient de f en a et noté V f(a), tel que :

Vhe B, dof(h) = (V f(a), h)

Application 34. Géométriquement, le gradient s’interpréte comme la
direction de plus grande pente autour de a. C’est l’idée utilisée dans de

nombreux algorithmes d’optimisation.

Théoréme 35 (Extrema liés). Soit U un ouvert de R™. Soient g1, ..., gk
des fonctions de classe C' de U dans R telles que les formes linéaires
deg1, .-, degr sont linéairement indépendantes pour tout x € U. Posons :

M={xeU|Vie]l,k], gi(z) =0}

Alors, si f a un extremum lié en a € M, il existe A1, ..., \x € R tels que :

k
dof = Ardagi

i=1

Ces réels A1, ..., A\, sont appelés multiplicateurs de Lagrange.

Développements

— Réduction de Jordan (par la dualité) (30,31,32) |
— Extrema liés (35) | ]

]
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Cadre : Soit (E, (.,.)) un R-espace vectoriel euclidien de dimension finie
n € N*. On note ||.|| la norme issue du produit scalaire. Soit B = (e;);e[1,n]
une base orthonormée de E. Soient u € L(E) et A = Matg(u).

I Endomorphismes d’un espace euclidien

1) Adjoint d’un endomorphisme

Définition 1. Il existe un unique v € L(E) tel que :

Va,y € F, (u(m),y) = <(E,U(y)>

On l'appelle adjoint de u, noté «*. On a de plus Matpg(u*) = t1\/[autg(u).
Exemple 2
RZ — R? f ] R — R?

T - z + 3y = T . T+ 2y
Y 2z + 8y Y 3z + 8y

Proposition 3. Soient u,v € L(E), et A € R. Alors :

(i) () = (i) Ker(u*) = Im(u)*
(ii) (u+v) =u* +v* (vii) Tm(u*) = Ker(u)*
(i) (a)* = (uit) re(u) = re(u)
(i) (wow)* =v*ou (i) [[|u* ][] = {||wll

Proposition 4. Si M € M, (R) vérifie ‘MM =0, alors M = 0.
Proposition 5. Si F' est un sous-espace vectoriel de E qui est stable par
u, alors F+ est stable par u*.

2) Exemples d’endomorphismes remarquables

Définition 6. On dit que u est orthogonal (ou une isométrie) si u* = =1,
autrement dit, si v conserve le produit scalaire :

Va,y € E, (u(z),u(y))

On note O(E) l'ensemble des isométries de E.

= (z,y)

Proposition 7. v : E — E est orthogonal si, et seulement si, v est
linéaire et conserve la norme.

Exemple 8. (i) Idg et —Idg sont orthogonauz.
(ii) Les rotations et les symétries orthogonales sont des isométries.

(iii) Les valeurs propres d’une isométrie ne peuvent étre que +1.
Proposition 9. u est orthogonal si, et seulement si, A=A1

Définition 10. On dit que u est symétrique (ou auto-adjoint) si u* = u,
autrement dit, si :

Va,y € E, (u(z),y) = (z,u(y))

On note S(E) l'ensemble des endomorphismes symétriques de E.

Définition 11. On dit que u est anti-symétrique si u* = u. On note AFE
I’ensemble des endomorphismes anti-symétriques de E.

Exemple 12. (i) u+ u* est symétrique.

(i) Un projecteur orthogonal est symétrique.

Proposition 13. (i) u est symétrique si, et seulement si, ‘4= A.

i) u est anti-symétrique si, et seulement si, 'A = —A.
) q s s

Définition 14. On dit que u est symétrique (ou auto-adjoint) si u et u*
commutent.

Exemple 15. Un endomorphisme auto-adjoint, antisymétrique ou ortho-
gonal est normal.

Proposition 16. u est normal si, et seulement si, "AA = A"A.

Proposition 17. On a les caractérisations suivantes :

u A = Matp(u)
symétrique ut =u A=A
anti-symétrique | u* = —u A=—A
orthogonal ur =yl 4 =41
normal wu=uu* | "AA=A"'A
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II Endomorphismes auto-adjoints

1) Premiéres propriétés

Proposition 18. S(F) est un sous-espace vectoriel de dimension "(%H)

Définition 19. Soit u € S(E), alors :
(i) u est dit positif si (u(z),z) > 0 pour tout z € E. On note S*(F)
I’ensemble des endomorphismes symétriques positifs.
(ii) w est dit défini positif si (u(z),xz) > 0 pour tout € E. On note
STT(E) I'ensemble des endomorphismes symétriques défini positifs.

Proposition 20. Siu € S(FE), alors Sp(u) C R. Siu € ST(E), alors
Sp(u) C RT. Siu e STH(E), alors Sp(u) C RT*.
Lemme 21. Les sous-espaces propres associés da deux valeurs propres

distinctes sont orthogonauz.

53;[;0;%3)&1@)22. Soit A € M, ,(R) de rang p avec n = p. Alors
N .
Application 23 (Moindre carrés). Soient n,p € N, A € M, ,(R) et
b€ R™. On cherche v € RP tel que ||b — Ax|, = infycrs ||b — Ayll,.
(i) Il existe toujours une solution au probléme.
(i) x € RP est solution si, et seulement si, ‘AAx = “Ab.
(iii) Sin > p et rg(A) = p, alors "AA est inversible, et il existe une
unique matrice B triangulaire inférieure, a diagonale positive, telle
que "AA = B'B. On a alors x = (B'B)~' "Ab comme solution.

2) Autour du théoréme spectral

Théoréme 24 (Théoréme spectral). Tout endomorphisme symétrique est
diagonalisable dans une base orthonormée.

Corollaire 25. Soit A € S,(R). Il existe P € O, (R) telle que "PAP soit
diagonale.

Corollaire 26. Soit u € S(E). Alors u € ST(E) si, et seulement si,
Sp(u) C RT et u € STH(E) si, et seulement si, Sp(u) C RT*.

Application 27. Pour A € S§,(R), on a |||A]||2 = p(A).

Application 28. Pour A € S, (R), il existe une unique matrice B €
SF(R) telle que A = B2.

Théoréme 29. exp : S, (R) — S (R) est un homéomorphisme.

IIT Endomorphismes normaux

Dans cette partie, u désigne un endomorphisme normal.
Proposition 30. On a ||u(z)|| = ||u*(x)| pour tout x € E.

Application 31. Les valeurs propres de u sont des complexes de module

1.

Lemme 32. Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par u, alors F
et F- sont stables par u et u*.

Lemme 33. II existe un sous-espace vectoriel stable par u de dimension
au plus 2.

Lemme 34. Sidim E = 2, il existe une base orthonormée telle que :
(i) u est diagonalisable si u a une valeur propre réelle.

a

(ii) sa matrice est de la forme (¢ ") sinon.

Théoréme 35. Il existe une base orthonormée B de E telle que :

A1
0 n=r+2s
Matg(u) = Ar . avec A,oo A €R
N T = (g: —a’:v) € M (R)

Ts

IV  Endomorphismes orthogonaux

1) Propriétés et réductions

Proposition 36. Soit u € O(E). Alors :
(i) Sp(u) CU={z€C||z| =1}.
(i) det(u) = £1. En particulier, u est inversible.

Proposition 37. Soit w € L(E). Alors u € O(E) si, et seulement s,
transforme toute base orthonormée en une base orthonormée.

Théoréme 38. Soit M € O,(R), alors M est semblable d :
I, 0

—In 0; €]0;2x[\ {7}
R, avec cos 0;

—sin6;
R, = (sin 0; cosb; >
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2) FEtude en dimensions 2 et 3

Proposition 39 (Etude en dimension 2). Soient u € O(R?) et A sa
matrice dans la base canonique de R2.

(i) Siue OF(R?), alors il existe 6 € [0,2n] tel que A = (€255 ~sinf).
w est alors la rotation d’angle 6 centrée en [’origine.

(it) Siu ¢ OF(R?), alors il existe 6 € [0,2n[ tel que A = (5§ sinf,).

sin€ — cos 6
u est alors la symétrie par rapport a la droite d’angle polaire g.

Proposition 40 (Etude en dimension 3). Soient u € O(R3). Il existe
une base de R® dans laquelle la matrice de u est :

cosf@ —sinf 0
sinf cosf O
0 0 e

pour un 6 € [0,2x] et ou e = +1. De plus :

(i) Si u € OF(R?), alors ¢ = 1. u est alors une rotation d’angle 0
autour d’une droite.

(ii) Siu ¢ OF(R?), alorse = —1. u est alors la composée d’une rotation
d’angle 0 autour d’une droite D puis d’une symétrie orthogonale par
rapport & D*.

3) Topologie du groupe orthogonal

Proposition 41. O(E) est une partie compacte de L(E).

Proposition 42. Les composantes connexes de O(E) sont les fermés
O1(R?) et O~ (R?)

Théoréme 43 (Décomposition polaire). On a les homéomorphismes :

Ou(R) x S{HR) — GLA(R) Un(R) x Hi*(R) — GLa(R)
(0,9) —  0S (U,H) — UH
Corollaire 44. Pour A € GL,(R), on a |||A||]2 = /p(CAA)

Corollaire 45. Tout sous-groupe compact de GL,(R) qui contient le
groupe orthogonal O, (R) est le groupe O, (R) lui-méme.

Développements

— Un homéomorphisme induit par I’exponentielle (29) [ ]
— Réduction des endomorphismes normaux (32,34,35) | ]

— Décomposition polaire (43) | ]
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Cadre : Soit (E, (.,.)) un R-espace vectoriel euclidien de dimension finie
n € N*, et soit £ un espace affine dirigé par E. On note ||.|| la norme issue
du produit scalaire.

I Distances d’un espace affine euclidien

1) Définitions et premieres propriétés

Définition 1. Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est dit es-
pace vectoriel euclidien. Un espace affine euclidien est un espace affine
dirigé par un espace vectoriel euclidien. On définit la distance de deux

points A et B par d(4, B) = Hﬁ‘ = AB.

Proposition 2. (£,d) définit bien un espace métrique.
Définition 3. Pour A C € et x € £, on définit la distance de x a A par :
d(z,A) = inf d
(, 4) = inf d(z,y)

Proposition 4. Soient x € E et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors
y € E est la projection orthogonale de x sur F' si, et seulement si, y € F
et d(z, F) = ||z —y]|.

2) Matrice et déterminant de Gram

Définition 5. On appelle matrice de Gram de (z;)1<i<n la matrice
Ma(z1,...,2n) = ((%i,25))1<ij<n, €t déterminant de Gram le déter-
minant de cette matrice, noté G(x1,...,xzp).

Lemme 6. Le déterminant de Gram d’une famille de vecteurs est nul s,
et seulement si, elle est lice.

Théoréme 7. Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie
n € N* muni d’une base (e;)1<ign- Alors, pour tout x € E, on a :

2 _ Glel,...,en, )

d(CL} F) G(el, ey en)

Théoréme 8 (Hadamard). (i) Soient x1,...,z, des vecteurs de E.
Alors Gz, ... w,) <TI0y |2l
(ii) Soient x1,...,x, € C". Alors |det(z1,...,2n)| < [Ty [|2ill5-
Dans les deux cas, on a égalité si, et seulement si, (x;)1<i<n €st orthogo-
nale ou 'un des vecteurs est nul.

II Isométries d’un espace affine euclidien

1) Définitions et premiéres propriétés

Définition 9. Une isométrie vectorielle est une application linéaire qui
conserve la norme. On note O(E) l'ensemble des isométries vectorielles
de F dans F.

Remarque 10. Une isométrie vectorielle conserve le produit scalaire,
donc l’orthogonalité.

Définition 11. Soient £ et F deux espaces affines euclidiens. Une isomé-
trie affine est une application affine ¢ : &€ — F telle que d(p(A), p(B)) =
d(A, B) pour tous A, B € £. On note Isom(&) ensemble des isométries
vectorielles de £ dans £.

Exemple 12. Les translations, les rotations et les symétries orthogonales
sont des isométries.

Proposition 13. Une application affine est une isométrie affine si, et
seulement si, sa partie linéaire est une isométrie vectorielle.

Théoréme 14. (O(F),0) et (Isom(€),0) sont des groupes.

Proposition 15. Soit F' un sous-espace vectoriel de E stable par une
isométrie f € O(FE). Alors F* est stable par f.

2) Structure des isométries

Définition 16. On appelle réflexion toute symétrie orthogonale par rap-
port & un hyperplan. Ce sont des isométries.

Théoréme 17. Toute isométrie de E peut s’écrire comme composée de
p réflexions pour un entier p < n.

Théoréme 18. Toute isométrie de Isom(E) peut s’écrire comme compo-
sée de p réflexions pour un entier p < n + 1.

Définition 19. On dit qu’'une isométrie est un déplacement si son dé-
terminant est positif. Une isométrie qui n’est pas un déplacement est un
anti-déplacement.

Proposition 20. (i) Les isométries sont des bijections.
(ii) Les déplacements Isom™ (E) forment un sous-groupe de Isom(&).

(#ii) Les déplacements préservent les orientations de l’espace.
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III Groupe orthogonal

1) Propriétés et réductions

Proposition 21. Soit u € L(E), et soit M sa matrice dans une base de
E. Alors u € O(E) si, et seulement si, ‘MM =M"*'M =1I,.

Proposition 22. Soit u € O(E). Alors :
(i) Sp(u) CU={z€C||z| =1}.

(ii) det(u) = £1. En particulier, u est inversible.

Proposition 23. Soit w € L(E). Alors u € O(E) si, et seulement s,
transforme toute base orthonormée en une base orthonormée.

Théoréme 24. Soit M € O,(R), alors M est semblable a :

I, 0
—In 0; €]0;2n[\ {n}
Ry, avec _ (cosf; —sinb;
%= \sin®; cos#;
0 Ry

s

2) Topologie du groupe orthogonal

Proposition 25. O(E) est une partie compacte de L(E).

Proposition 26. Les composantes connexes de O(E) sont les fermés
O (R?) et O~ (R?)

Théoréme 27 (Décomposition polaire). On a les homéomorphismes :

O,(R) x STH(R) — GL,(R) Up(R) x HIT(R) — GL,(R)
(0,5) —  0S (U,H) — UH
Corollaire 28. Pour A € GL,(R), on a |||A||l2 = /p(CAA)

Corollaire 29. Tout sous-groupe compact de GL,(R) qui contient le
groupe orthogonal O, (R) est le groupe O, (R) lui-méme.

IV  Applications en dimensions 2 et 3

1) Classification des isométries

Proposition 30 (Etude en dimension 2). Soient u € O(R?) et A sa
matrice dans la base canonique de R2.
(i) Siue OF(R?), alors il existe 6 € [0,2n[ tel que A = (€5~ sinf).
u est alors la rotation d’angle 6 centrée en [’origine.

(ii) Siu ¢ OF(R?), alors il existe 0 € [0,2n] tel que A= (59 1m0,

sin@ — cos6
u est alors la symétrie par rapport a la droite d’angle polaire g,
Proposition 31 (Etude en dimension 3). Soient u € O(R3). Il existe
une base de R? dans laquelle la matrice de u est :

cosf) —sinf 0
sinf cosf O
0 0 €

pour un 6 € [0,2n[ et ot e = £1. De plus :
i) Siu e OT(R?), alors € = 1. u est alors une rotation d’angle 0
g
autour d’une droite.

(ii) Siu g OF(R?), alorse = —1. u est alors la composée d’une rotation
d’angle 6 autour d’une droite D puis d’une symétrie orthogonale par
rapport & D+.

2) Similitudes en dimension 2
On suppose ici E de dimension 2.

Définition 32. On dit que f € L(F) est une similitude vectorielle s’il
existe k > 0, appelé rapport de la similitude, tel que, pour tout = € FE,
ona [ f(z)| = k|-

Exemple 33. Les isométries et les homothéties sont des similitudes.

Définition 34. Une similitude est dite directe ou indirecte selon que son
déterminant est positif ou négatif.

Proposition 35. Toute similitude vectorielle directe est composée d’une
homothétie de rapport positif et d’une rotation vectorielle. Toute simili-
tude vectorielle indirecte est composée d’une homothétie de rapport positif
et d’une réflexion.
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Proposition 36. Soit f une similitude vectorielle de rapport k. 1l existe
une unique isométrie vectorielle u telle que f = hy ou, ot hy est ’homo-
thétie de rapport k.

Définition 37. On appelle similitude affine toute application affine dont
la partie linéaire est une similitude vectorielle.

Proposition 38. Une similitude de £ qui n’est pas une isométrie a un
unique point fixe, appelé centre de la similitude.

Proposition 39. (i) Les similitudes directes conservent les angles.
(ii) Les similitudes directes envoient les droites sur des droites.

(iii) Une similitude directe de rapport k envoie un cercle de rayon R sur
un cercle de rayon kR dont le centre est [’image du centre.

3) Liens avec les polyédres en dimension 3

On suppose ici ¥ de dimension 3.

Définition 40. Un polyedre convexe de E est dit régulier si toutes ses
faces sont des polygones réguliers isométriques, et si en chaque sommet
elles s’assemblent de la méme maniére, au sens ou les figures formées par
les réunions des arétes aboutissant a un sommet sont isométriques.

Exemple 41. Il y a 5 polyédres réquliers : le tétraédre, le cube, 'octaédre,
le dodécaedre et l’icosaédre.

Théoréme 42. Soit T un tétraédre régulier de ’espace affine euclidien
de dimension 3. Le groupe Isom(T) des isomélries préservant T est iso-
morphe a Sy.

Application 43. La table de caractéres de Sy est :

’ Sy H Id \ (ab) \ (ab)(cd) \ (abe) \ (abcd) ‘

1 1 1 1 1 1
5 1| -1 1 1 —1
X || 3 1 -1 0 -1
ex || 3 | —1 -1 0 1
0 2 0 2 -1 0

Remarque 44. On peut lire les sous-groupes distingués de &4 sur cette
table de caractéres.

Développements

— Table de caractéres de &, et isométries du tétraedre (42,43) | ]

— Déterminant de Gram et inégalité de Hadamard (6,7,8) | ]

— Décomposition polaire (27) | ]
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Cadre : Soient K un corps et n,p € N*. Pour tout ¢ € [1,n] et tout
J € [1,p], soient a; ; € K et b; € K. On considére le systeme de n équa-
tions a p inconnues a coefficients dans K défini par :

41,171 + + aypTp = b1

(S)

an1T1  + + anpr, = by

I Existence et unicité des solutions

1) Définitions et premiéres propriétés

Définition 1. On appelle solution de (S) tout vecteur x € K™ dont les
coordonnées vérifient chacune des équations de (S).

Définition 2. Le systéme est dit compatible si (S) admet une solution.

r+y=1
c4+y=0"

r+y=1

Exemple 3. { =0

est compatible, mais pas {

Définition 4. Dans (S), on pose A = (ai’j)lgign’lgjgp S Mn’p(K) et
b= (bi)1<i<n € K". Alors z € K™ est solution de (S) si, et seulement si,
Az = b dans K".

Définition 5. On appelle rang du systeme (S) le rang de A.

Proposition 6. Notons Ay, ..., A, les colonnes de A. Alors (S) est com-
patible si, et seulement si, b € Vect(Ay, ..., Ap).

Exemple 7. ({1)(y) = (}) est compatible, mais pas (3 1) () =(}).
Définition 8. Le systéme est dit compatible si b = 0.

Proposition 9. Un systeme homogéne est toujours compatible.

2) Systéme de Cramer
Définition 10. On dit que (S) est de Cramer si A est inversible.

Proposition 11. Un systéme de Cramer a une unique solution x = A~1b.

Théoréme 12. Supposons que (S) est de Cramer, et notons Ai,..., A,

les colonnes de A. Alors :
- det(Al, . ,Ai_l, b7 Ai+1a .

det A

s An)

Remarque 13. Numériquement, cette méthode utilise (n+2)! opérations.
C’est impossible 4 mettre en ceuvre pour de grandes valeurs de n.

Exemple 14. Pour (1) (5)=(§) :xz=|31|=2ety=1]3]=0.

3) Cas général
Soient A € M,, ,(K) de rang r, et b € K”. On peut supposer (a; ;)1<i,j<r
inversible de déterminant 6.

Théoréme 15. (i) Le systéme est compatible si, et seulement si :

aijq 0 ary b
Vse[r+1,p], As=| - : =0

Ar1 -0 GQpp b'r

Qs 1 R R bs

(ii) Si le premier point est réalisé, le systéme est équivalent d :

a1,1T1 + ...+ Q1T = by — Alp+1 — - — QA1 pnThn

Ar 121+ o F Ay Tp =bp — Q1 — ... — Qr T

Il admet une infinité de solutions dépendant de (n — r) paramétres
(on donne @ T,y1,...,x, des valeurs arbitraires).

Exemple 16. Soient A = <§ i él> et b= (%)
(i) Sik +# 2, le systéme Ax = b a une unique solution.
(i) Si k=2, et vy# a+p, le systéme Ax = b n’a pas de solution.
(iii) Sik =2, ety = a+p, le systéme Az = b a une infinité de solutions.
Proposition 17. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n.
(1) Soient v1,..., ¢, € E* telles que rg(p1,...,pp) = 1. Alors le sous-
espace vectoriel F'={x € E|Vi,p(x) =0} est de dimension n —r.
(i) Réciproquement, si F est un sous-espace vectoriel de E de dimen-
sion q, il existe n — q formes linéaires indépendantes ¢1,...,pn_q
telles que F = {x € E|VYi,¢(x) = 0}.

Remarque 18. Les solutions de Ax = 0 forment un sous-espace vectoriel
de dimension n — rg(A) = dim Ker(A). Les solutions de Az = b forment
un sous-espace affine.

Exemple 19. Un hyperplan de E peut-étre défini comme le noyau d’une
forme linéaire sur E.
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II Meéthode du pivot de Gauss

Définition 20. GL,(K) agit sur M,,(K) par multiplication & gauche.
Définition 21. On appelle matrice de transvection toute matrice qui est
de la forme T; ;(A) = I, + AE; j, ou A € K et ¢,j € [1,n] avec i # j.
Définition 22. On appelle matrice de dilatation toute matrice qui est
de la forme D;(A\) =1, + (A —1)E; ;, ou A € K et i € [1,n].

Définition 23. On appelle matrice de permutation toute matrice qui est
delaforme P, ; =1, —E;; — E; j+ E; j + E;;,ou4,j € [1,n] avec i # j.

Remarque 24. Ces matrices représentent également des transformations
élémentaires dans algorithme du pivot de Gauss. Soit A € My, n(K) :

On a les opérations analogues sur les colonnes en multipliant o droite.

Exemple 25. T35(1) x T31(—3) x Tp1(—1) x (i é —22) = ((1) i 34)

Opération
Résultat

00 -2
Définition 26. On appelle :

(i) pivot d’une ligne son coefficient non nul le plus & gauche.

(ii) matrice échelonnée en lignes une matrice telle que dés qu’une ligne
est nulle, les suivantes le sont, et pour les lignes non nulles le pivot
d’une ligne est strictement a droite du pivot de la ligne précédente.
Une matrice échelonnée est dite réduite si ses pivots valent 1.

On a la définition similaire de matrice échelonnée (réduite) en colonnes.

Proposition 27. Les orbites sont en bijections avec les sous-espaces vec-
toriels de K™ : A ~ B < Ker A = Ker B.

Proposition 28. Toute matrice est dans [’orbite d’une unique matrice
échelonnée.

Lemme 29. On suppose E de dimension n > 2. Soient x,y € E\ {0}. I
existe une transvection u ou un produit de deux transvections uv, tel que
u(z) =y ov uv(z) =y.

Théoréme 30. Les transvections engendrent SL(E).
Théoréme 31. Les transvections et les dilatations engendrent GL(E).

Application 32. L’algorithme du pivot de Gauss permet de se ramener a
la matrice réduite associée a une matrice via des opérations élémentaires
sur les lignes.

IIT Autres algorithmes de résolution

1) Décomposition LU

Théoréme 33 (Décomposition LU). Soit A = (a;;)1<i,j<n € Mn(K)
telle que les n sous-matrices diagonales Ax = (aij)1<ij<k € Mp(K)
soient inversibles. Alors il existe une matrice triangulaire inférieure L
dont les termes diagonauz valent 1 et une matrice triangulaire supérieure
U telles que A = LU. Cette factorisation est unique.

5 2 1 1 0 0 5 2
Exemple 34. (5 —6 2) =( 1 1,0 0-81
-4 21 -4 -3%1 00

Méthode 35. On résout alors Ly = b puis Ux = y par remontée.

Théoréme 36 (Décomposition de Choleski). Soit A € GL,(K) symé-
trique définie positive. Alors il existe une matrice C réelle triangulaire
inférieure telle que A = C 'C. Cette factorisation est unique si on impose
auzx termes diagonauz d’étre strictement positifs.

=

o

155 3 1900) (0222
Exemple 37. | 15713 ) =(1230) (0033
151415 1231 0001
, ; t . ,
Méthode 38. On résout alors Sy = b puis Sx =y par remontée.

2) Généralités et notions de convergence

Méthode 39. On cherche d approximer la solution x du systéme Ax = b,
ot A € GL,(K) et b € K". On pose pour cela A = M — N, ou
M € GL,(K) est facile a inverser (diagonale, triangulaire, orthogo-
nale...). On obtient la méthode itérative :

g ) = MINg® My = F(2W) (M)
Si la suite (z(k))keN converge vers x°°, alors x> est solution de Ax = b.
De plus, £°° est un point fixe de F.
Définition 40. Soient A = M — N et ||.| une norme sur K”. La méthode
itérative (M) est dite convergente lorsque :

Vbe K®, Va® e K”, lim Hz(k) —xH =0
k—o0

Remarque 41. En posant e®) = z¥) — 2 ¢t B = M~'N, on a
e D) = Be¥) et la méthode itérative (M) converge ainsi lorsque, par
exemple, p(B) < 1.
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3) Méthodes itératives

Définition 42. Soit A € GL,,(K). On considére les sous-matrices D, E, F'
de A définies comme suit :

(D)i,j = Q5,5 sii = j, 0 sinon

(—E)i; =a;;sii>j, 0sinon

(—F)ij =ai; sii<j, 0sinon
On peut alors considérer plusieurs méthodes itératives :
(i) Jacobi: M =D, N=E+F
(ii) Gauss-Seidel: M =D —-E, N=F
(iii) Relaxation: M =1D—FE, N=12D+ F
Remarque 43. Avec B = M~'N, la méthode itérative (M) devient :
2D = ) 4 p (M)

Théoréme 44. Si la matrice A est a diagonale strictement dominante,
alors la méthode de Jacobi converge.

Exemple 45. Si A = (tlz { %), la méthode de Jacobi converge si |a| < 3.

a a

Théoréme 46. Si A est hermitienne définie positive, alors la méthode
de relazation converge pour w € 0, 2].

Corollaire 47. Si A est hermitienne définie positive, alors la méthode
de Gauss-Seidel converge.

4) Meéthodes de gradient

Caractérisation de 1’a-convexité

Définition 48. Pour a > 0, on dit que la fonction f : C — R est
a-convexe si pour tous a,b € C distincts et tout A €]0,1[, on a :

F((T=Na+2b) < (1 =A)f(a) + Af(b) - % lla = B> AL = )

Théoréme 49. Soit J : C — R différentiable. Il y a équivalence entre :
(i) J est a-conveze sur C.
(ii) Yo,y € C. (VJ(z) = VI (y),x —y) > oz —y]”.

(ifi) Y,y € C, J(x) 2 J(y) + (VI (y),x —y) + § |z =yl

Si J est deuz fois différentiable, on a aussi : (d*J(z) - y,y) > llyl%.

Méthode de gradient

Soit J : R™ — R. On suppose J différentiable. On cherche, s’il existe, un
élément u € R™ tel que :

J(u) = vlen]l{” J(v)

Pour cela, on utilise les méthodes de gradient. On considere la suite :
up €R™ et Vk e N, uf T =uF — pF vV J(ub)

11 existe plusieurs possibilités pour choisir les p¥, par exemple :

(i) Gradient a pas fixe : p¥ = p une constante positive fixée.

(ii) Gradient a pas optimal : p* minimise p — J (u* — pV J(uF)).
Théoréme 50. Si J est a-conveze et différentiable, et que V J est L-

lipschitzienne, alors la méthode de gradient d pas optimal converge vers
Uunique minimum de J.

Application 51. Soient A € S T(R), b € R" et c € R. On considére la
fonctionnelle quadratique J : R™ — R définie par :

J(X) = (AX, X) — (b, X) + ¢

Cette fonctionnelle satisfait les conditions du théoreme précédent. De plus,
son minimum. est atteint en Xo € R™ qui vérifie V J(Xo) = AX —b=0.
On a donc une méthode itérative pour approcher la solution de AX = b.

Développements

— Générateurs de GL(E) et de SL(E) (30,31) | ]
— Algorithme de gradient a pas optimal (50) [ ]
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Cadre : K est un corps avec car K # 2, E est un K-espace vectoriel de
dimension finie n > 1.

I Généralités sur les formes quadratiques

1) Forme polaire

Définition 1. (i) On dit que f: E x E — K est une forme bilinéaire
si elle est linéaire en ses deux variables.

(ii) f est symétrique si Va,y € F, f(z,y) = f(y,x).
Définition 2. On dit que ¢ : F — K est quadratique s’il existe une forme

bilinéaire symétrique f : E x E — K telle que Va € F,q(z) = f(z,x). f
est la forme polaire de ¢, et est unique si car K # 2.

Proposition 3. Soit B = (e1,...,e,) une base de E identifié a K™. Alors
toute forme quadratique sur K™ est un polynome homogéne de degré 2 en
ses coordonnées dans B.

Définition 4. On pose A = (f(es,€j))1<ij<n la matrice associée a f
dans la base B. On note :

f:|E — B E~

f: | E — K

v r —  f(z,y)

On pose Ker ¢ = Ker f que 1'on appelle noyau de ¢, et rg ¢ = rg f que 'on
appelle rang de q.

Proposition 5. On identifie E 4 K", alors :
(i) Yo,y K", f(z,y) = Ay
(ii) A est symétrique
(iii) Kerq = Ker A
(iv) rgq =1g A

Proposition 6. Soit B’ une base de E, et soit A’ = Matp f. Soit P la
matrice de passage de B a B'. Alors A’ = '‘PAP.

Exemple 7. Si B est la base canonique de R3, on a :

1
1 _
2

|
— D=

q: R3 — R

@9,2) — P —ayty: = Mosf=

O = O

2) Orthogonalité et isotropie
Définition 8. On dit que g est non dégénérée si N = {0}.

Définition 9. (i) Pour z € E est orthogonal 4 y € E si f(x,y) = 0.

(ii) A C E est orthogonale & B C E si Vo € A,Vy € B, f(x,y) = 0.

(iii) On note At ={y € E|Vx € A, f(z,y) = 0} Porthogonal de A.
Théoréme 10. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Supposons que f
est non dégénérée. Alors dim E+ = dim E — dim F.

Proposition 11. Soient V et W deux sous-espaces vectoriels de E, alors :
(i) (VH)t =V

(ie) (V+W)t=vEitnw

(iii) (VW)L =Vt 4wt
Définition 12. (i) Soit x € E \ {0}. z est dit isotrope si ¢(x) = 0.

(ii) Un sous-espace vectoriel V de E est isotrope si V N VL = {0}.

iii) Un sous-espace vectorie e I est totalement isotrope si

iii) U toriel V' de E est total t isot SETI) si
V C V=, Un tel sous-espace dit maximal (SETIM) s'il est maximal
pour 'inclusion.

(iv) On appelle indice de ¢ la quantité :

v(q) = max {k € N|k = dim F, F totalement isotrope} <

|3

Exemple 13. Si V est un sous-espace vectoriel de E non isotrope, et si
f est non dégénérée, alors E=V @ V.

Définition 14. L’ensemble C(q) = ¢~ 1({0}) est appelé cone isotrope de
q . 1l contient Ker q.

Exemple 15. Si Kerq & C(q), alors q est surjective.

Exemple 16. Pour la forme quadratique q(z,y) = x?> + 3> on a
C(q) = Vect (}) U Vect (1), et ses SETIM sont Vect (1) et Vect ().

-1

Définition 17. Une base B = (e, ..., e,) est orthogonale si :

Vi,j e [1,n], [i #j= flei,e;) =0]
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Théoréme 18 (Réduction de Gauss). Soit ¢ : E — K une forme qua-
dratique. Alors il existe r > 1, a1,...,a, € K et v1,...,0, € E* libres
tels que :

Vo € B, q(x) =) aipi(x)”
1=1

Corollaire 19. Dans le théoréme précédent, on a en fait 1 = rgq et
T
kerqg = () ¢ 1({0}). Ainsi, toute forme quadratique admet une base or-

1=
thogonale pour sa forme polaire.

IT Groupe orthogonal et classification des
formes quadratiques

1) Introduction du groupe orthogonale
Définition 20. On appelle groupe orthogonal 'ensemble O(q) défini par :
O(q) = {u € GL(E) |Vz € E, q(u(z)) = q(2)}
Les éléments de O(q) sont appelés les isométries de E relativement a gq.
Proposition 21. O(q) est un sous-groupe de GL(E).
Proposition 22. On a également :
O(q) = {u € GL(E) [Va,y € E, f(u(x),u(y)) = f(z,y)}

Proposition 23. On identifie E a K™. Si on note A la matrice de q dans
une base, alors :

O(q) = {P € GL,(K)| 'PAP = A}

Définition 24. Soient f, f' : E x E — K deux formes bilinéaires symé-
triques. On dit que f et f’ sont équivalentes, noté f ~ f’, si:

Ju e GL(E),Va,y € B, f(u(z),u(y)) = f'(u(z), uly))
Si q et ¢’ sont leurs formes quadratiques, on écrira dans ce cas : ¢ ~ ¢'.
Proposition 25. ~ est une relation d’équivalence.
Proposition 26. Sig ~ ¢, alors O(q) = O(¢).

Proposition 27. Siq ~ ¢, alorsrgq =1gq’, v(q) = v(¢'), et si B est une
base de E, alors il existe o € K tel que det Matg(q) = o det Mats(q').

2) Classification des formes quadratiques pour K = R

Définition 28. Soit B = (ug,...,u,) une base orthogonale pour g. On
pose p = Card {i € [1,n]|q(u;) > 0}.

Théoréme 29. Le couple (p,n — p) est indépendant de la base choisie.
On Uappelle la signature de q.

Théoréme 30. Il y a n + 1 classes d’équivalence de formes qua-
dratiques mon dégénérées sur E. Dans une base convenable, on a

Mat(q) = (Ip IO > De plus, v(q) = min(p,n — p).
n—p

3) Classification des formes quadratiques pour K al-
gébriquement clos

Théoréme 31. Toutes les formes quadratiques non dégénérées sont équi-
valentes. Dans une base convenable, elles ont pour matrice l’identité. De

plus, v =[5 ].

Exemple 32. Pour toute forme quadratique q : K" — K, avec K algé-
briquement clos, on a :

O(q) 2{P € GL,(K)|'PP=1,} = 0,(K)

4) Classification des formes quadratiques pour K = F,
Définition 33. On pose :
F?={s*cF,|zeF,} et Fr=F.NF;

Théoreme 34. Soient a,b € Fy. Alors I"équation en x,y : ax? +by? =1
admet des solutions dans IFy.

Théoréme 35. Soit a € F} \ ]F,QI*. Il y a deux classes d’équivalence de
formes quadratiques non dégénérées, de matrices :

Qi=1, et Q2= (Inol O>

(67

Une forme @Q est de l'un ou lautre type suivant que det Mat(Q) est, ou
non, un carré de Fy.
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IIT Applications

1) Géométrie

Théoréme 36. Soient vy, ...,v, € K", on note Vol(vy,...,v,) le volume

du parallélépipéde engendré par vy, ..., vy, alors :

Vol(v,...,v,) = |det(vy,...,v,)]

Lemme 37. Soient A,B € M,(R) symétriques définies positives dis-
tinctes, et o, B > 0 tels que a+ B =1, alors :

det(aA + BB) > det(A)® det(B)?

Application 38 (Ellipsoide de John-Loewner). Soit K un compact d’in-
térieur non vide de R™, alors il existe un unique ellipsoide de centre 0 et
de volume minimal contenant K.

2) Géométrie différentielle

Lemme 39. Soit Ay € GL,(R)NS,,(R). Alors il existe un voisinage V de
Ao dans S, (R) et p: V,GL,(R) de classe C* telle que pour tout A €V,
on a 'p(A)Agp(A).

Théoréme 40 (Lemme de Morse). Soit f : U — R une fonction de classe
C? définie sur un ouvert U de R™ contenant 0. On suppose que df (0) =0
et que d2f(0) est non dégénérée et de signature (p,n — p). Alors il existe
un Ct-difféomorphisme ¢ entre deux voisinages de l’origine dans R™ tel

que p(0) =0 et f(z)— f(0) =D, pi(2)*— > iepi1 ©i(z)? au voisinage
de 0.

Développements
— Ellipsoide de John-Loewner (37,38) | ]
— Lemme de Morse (39,40) | ]
Références

| D. Perrin. Cours d’Algébre. Ellipses
[ ] F. Rouviére. Petit Guide de Calcul Différentiel. Cassini

[ | P. Caldero et J. Germoni. Histoires Hédonistes de Groupes et de
Géométries 2. Calvage et Mounet

[ ] S. Francinou, H. Gianella, et S. Nicolas. Orauz X-ENS Algébre
3. Cassini
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Cadre : Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n € N*.

I Formes quadratiques réelles

1) Formes bilinéaires symétriques

Définition 1. Une forme bilinéaire est une application ¢ : £ x E — R
qui est linéaire par rapport a ses deux variables.

Exemple 2. Si « et 8 sont des formes linéaires, (x,y) — a(x)B(y) est
une forme bilinéaire.

Définition 3. Une forme bilinéaire ¢ est symétrique si, pour tous
z,y € E, ona ¢(z,y) = ¢(y, z).

Exemple 4. (A, B) — tr(AB) et (f,g) = [; fgdz sont symétriques.

Définition 5. Soit B = (ey,...,e,) une base de E. On définit la matrice
de ¢ dans la base B par M = Matg(¢) = (¢(ei,€5))1<ij<n-

Proposition 6. Soit B une base de E. Alors ¢ est symétrique si, et
seulement si, Matg(p) € Sp(R).

Proposition 7. Soit B une base de E, identifié a R™. Alors pour tous
n t
z,y € R", on a p(x,y) = = Matg(e)y.

Proposition 8. Soient B et B’ deux bases de E, et soit P la matrice de
passage de B a B'. Alors Matg () = P~ Matg(p)P.

Définition 9. On considére 'application suivante :

»:|E — E*
y — ()

On pose Ker p = Ker ® que 'on appelle noyau de ¢, et rgp = rg® que
l’on appelle rang de ¢.

Proposition 10. Soit B une base de E. Alors Ker ¢ = Ker(Matp(p)) et
rg o = rg(Matg(p)). On a donc dim E = dim Ker ¢ + rg .

Définition 11. On dit que ¢ est non dégénérée lorsque Ker ¢ = {0}.

2) Formes quadratiques
Définition 12. Une forme quadratique est une application de la forme :
q: | F — R
x — (x,x)
ol ¢ est une forme bilinéaire symétrique.

Proposition 13. Pour toute forme quadratique sur E, il existe une
unique forme bilinéaire symétrique @, sur E telle que, pour tout x € E,
on a q(x) = @q(x,x). On appelle ¢, la forme polaire de g, et on a :

q(x+y) —q(x) —q(y)
2

Exemple 14. Si (E,{.,.)) est un espace pré-hilbertien, alors lapplication

Va,y € E, p4(z,y) =

x> ||z||> = (x, ) est une forme quadratique.

Exemple 15. Si f : R® — R est une application de classe C?, alors, pour
tout x € R™, l’application h — D2f(h,h) est une forme quadratique.

Définition 16. Soit B une base de E. On définit la matrice de ¢ dans la
base B, son rang et son noyau comme la matrice, le rang et le noyau de
sa forme polaire.

Proposition 17. Soit B = (e1,...,e,) une base de E identifié a K".
Alors toute forme quadratique sur K™ est un polynéme homogéne de de-
gré 2 en ses coordonnées dans B.

Exemple 18. Si B est la base canonique de R, on a :

q: R3 — R

I T
(3,9,2) +— 2=y —aytye ML= 2

0 1 0

Proposition 19. Si g est une forme quadratique positive sur E, alors,
2
pour tous ,y € E, on a |pq(z,y)” < q(z)q(y).

Définition 20. Soit ¢ est une forme quadratique sur E. On dit que deux
éléments z et y de E sont orthogonaux si ¢4(x,y) = 0. Pour A C E, on
note At ={y € E|Vz € A, p,(z,y) = 0} 'orthogonal de A.

Remarque 21. On a Kerq= E+ et A C A+,

Proposition 22. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors :
dim F 4 dim F* = dim E + dim(F N Ker q)

Si q est non dégénérée, alors E = F & F+ et F = F++.
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II Réduction des formes quadratiques

Soit ¢ une forme quadratique sur E de rang 7.

1) Réduction de Gauss

Théoréme 23 (Gauss). Il existe A1,..., A\, € R* et l1,...,¢,. des formes
linéaires indépendantes tels que, pour tout x € E, q(x) =Y i, Nili(z)?.

Corollaire 24. Avec les notations du théoréme précédent, la forme polaire
de q est (x,y) — di_y Mili(2)l;(y).

Exemple 25. ¢(z,y,2) =axy+zz+yz = (L;W)Q —

(534)" =
Corollaire 26. Il existe une base orthogonale pour q. La matrice de q
dans cette base est alors Diag(A1,...,An), ot A\; =0 pour i > r.
Corollaire 27. On note :
s=Card({i € [1,n]|A; >0}) et t=Card({i€[1,n]| N\ <0})

Alors la matrice de q dans une certaine base est Diag(Is, —I;, Op—s—t).

2) Signature d’une forme quadratique

Proposition 28 (Loi d’inertie de Sylvester).
(i) s et t ne dépendent pas de la décomposition de Gauss choisie, et :
s=max{dim F|F € P} et t=max{dimF|F e N}
ot P (resp. N') désigne ’ensemble des sous-espaces de E sur lesquels
la restriction de q est définie positive (resp. négative).

(i) Soit (e;)ieq,n] une base orthogonale pour q. Alors s est le nombre
de i tels que q(e;) > 0 et t est le nombre de i tels que q(e;) < 0.

Définition 29. (s,t) s’appelle la signature de q.

Exemple 30. La signature de M — tr(M?) est (w, @)
Corollaire 31. [l existe {1, ..., £, des formes linéaires indépendantes tels
que, pour tout x € E, q(z) = 37 li(x)? = >0 Gi(x)>

Corollaire 32. Pour A € M(n)|R, il existe s,t uniques et P € GL,(R)
tels que "PAP = Diag(Is, —1It,Opn_s—¢).

Théoréme 33. Soient q et ¢' deur formes quadratiques, avec q définie
positive. Il existe une base orthonormée pour q et orthogonale pour q'.

3) Applications

Application 34 (Ellipsoide de John-Loewner). Soit K un compact d’in-
térieur non vide de R™, alors il existe un unique ellipsoide de centre 0 et
de volume minimal contenant K.

Théoréme 35 (Lemme de Morse). Soit f : U — R une fonction de classe
C? définie sur un ouvert U de R™ contenant 0. On suppose que df (0) =0
et que d?f(0) est non dégénérée et de signature (p,n — p). Alors il existe
un C'-difféomorphisme ¢ entre deux voisinages de l'origine dans R™ tel
que 9(0) =0 et f(z) = f(0) = X0, pi(x)> = 311 @i(x)? au voisinage
de 0.

IITI Application a I’étude des coniques

On se place dans un espace affine £ associé & un R-espace vectoriel E.

1) Définitions et premiéres propriétés
Soit ¢ une forme quadratique sur E de forme polaire .

Définition 36. Une fonction polynomiale de degré 2 sur £ est une appli-
cation f : £ — R telle qu’il existe un point O € £, une forme quadratique
non nulle ¢ sur F, une forme linéaire Ly sur E et une constante co € R

— —
tels que : VM € &, f(M) =q(OM)+ Lo(OM) + co.
Remarque 37. q ne dépend pas du point d’origine O choisi.

Définition 38. On appelle quadrique affine la classe d’équivalence d’une
fonction polynomiale de degré 2 f : £ — R sous la relation "f ~ g si,
et seulement si, g est un multiple scalaire de f". Une quadrique plane
est appelée conique. L’ensemble des points de F vérifiant f(M) = 0 est
I’image de la quadrique.

Remarque 39. Les équations > + y?> +1 =0 et 22 + 1 = 0 définissent
le méme ensemble de points du plan R2.

Définition 40. La quadrique définie par f(M) = q(O—]\>4) +L(O—]\>4)—|—c est
dite propre si la forme quadratique Q(z,y, z) = q(z,y) + L(z,y)z + c2?
définie sur £ X R est non dégénérée. Cette forme quadratique est dite
homogénéisée de gq.
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Exemple 41. Les coniques propres sont de "vraies" coniques.

Définition 42. On dit qu'un point 2 € £ est un centre pour la quadrique
si Lo = 0. Quand il y a un centre unique, on dit que la quadrique est une
quadrique & centre.

Proposition 43. C est a centre si, et seulement si, ¢ est non dégénérée.

Exemple 44. f(z,y) = 2% + y?> — 1 définit une conique a centre,
f(x,y) = 2 — y définit une conique propre mais pas a centre.

Remarque 45. On place dans un repére centré en O. On a en fait
dfv(x) = 2¢ 5]\7,1‘) + L(z). De plus, dfar(x) = 0 pour tout x € E est
équivalent d 3Tf1(M) =...= ;TJ;(M) = 0. Si la quadrique est a centre, il
y a une solution unique. Sinon le systéme n’est pas de Kramer, il y a une
infinité de solutions, mais il n’y a pas de centre.

2) Classification des coniques

Proposition 46 (Classification des coniques propres).

’ sgn(Q) \ sgn(q) | Classe |  Ewemple |
(3,0) ou (0,3) [ (2,0) ou (0,2) P 22 +y? = —1
(2,1) ou (1,2) | (2,0) ou (0,2) Ellipse 2?2+ =1
(2,1) ou (1,2) (1,1) Hyperbole | 2% — 1% =1
(2,1) ou (1,2) | (1,0) ou (0,1) | Parabole | x> +y=

Proposition 47 (Classification des coniques impropres).

’ sgn(Q) \ sgn(q) \ Classe \ Ezemple ‘
(2,0) ou (0,2) | (2,0) ou (0,2) Point 2 +y? =0
(2,0) ou (0,2) | (1,0) ou (0,1) %] 2?2 =—1

(1,1) (1,1) Droites sécantes | #2 —y®> =0
(1,1) (1,0) ou (0,1) | Droites paralléles =1
(1,0) ou (0,1) | (1,0) ou (0,1) Droite double 22 =0

3) Point de vue géométrique
On se place dans un plan affine euclidien P.

Théoréme 48. Pour toute conique propre d’image non vide qui n’est pas
un cercle, il existe un point F' appelé foyer, une droite D ne contenant

pas F', appelée directrice et un nombre réel positif e appelé excentricité tels
que la conique soit l'ensemble des points M tels que FM = e x d(M, D).
Sie <1, C est une ellipse. Si e =1, C est une parabole. Si e > 1, C est
une hyperbole.

Proposition 49. Une ellipse de foyers F' et F’ est l’ensemble des points
M tels que MF + MF' = 2a, pour un certain réel positif a tel que
2a > FF'. Une hyperbole de foyers F et F' est l’ensemble des points
M tels que |[MF — MF’'| = 2a, pour un certain réel positif a tel que
2a < FF'.

Développements

— Ellipsoide de John-Loewner (34) | ]

— Lemme de Morse (35) | ]

Références
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[ ] S. Francinou, H. Gianella, et S. Nicolas. Orauz X-ENS Algébre
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[ | F. Rouviere. Petit Guide de Calcul Différentiel. Cassini
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Cadre : (E,B) est un espace affine de dimension finie, ou E est un
R-espace vectoriel

I Barycentre

1) Définition et premiéres propriétés
Définition 1. Un couple (A, a) € E x R est appelé point pondéré.

Définition 2. Une suite (A;, ;)i n) de points pondérés définie une
application L de E dans ﬁ appelée fonction vectorielle de Leibniz, en

posant f(M) =Y a; MA;.

Proposition 3. Si Z?:l a; =0, f est constante, sinon f est bijective.

Définition 4. Si ), o; # 0, I'unique point B € E tel que f(B) = f
est appelé barycentre de (A;, ;)ie1,n)- On note B = Bar(A;, a;)ie1,n]-
Exemple 5. [A, B] = {Bar((4,t),(B,1—1t))|t € [0,1]}

Proposition 6. Soit A € R\ {0}, et soient (Ai, i)ic[i,n], (Bis Bi)ie[i.p]
des points pondérés, on a alors :

(1) (Homogénéité) Bar(A;, Aa;)ieqi,n] = Bar(A:, ai)ieqi,ng-
(ii) (Associativité) Si G = Bar(A;, ;) et G' = Bar(B;, 8), alors :

Bar ((Ai7ai), (Buﬁz)) = Bar ((G,iai> 5 (G/7ZBZ>>

Définition 7. L’isobarycentre de (A;)ic[,n] est Bar(As, 1)iefi,n-

Exemple 8. L’isobarycentre d’un triangle est son centre de gravité.

2) Barycentres et sous-espaces affines

Théoréme 9. Soit F' C E. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) F est un sous-espace affine de E.
(ii) F contient les barycentres de familles de points de F'.

(iii) F contient les barycentres de tout couples de points de F.

Exemple 10. Dans R?, les droites sont des sous-espaces affines.

Définition 11. Soit A C E non vide. Le sous-espace affine engendré par
A, noté Aff(A), est I'intersection des sous-espaces affines contenant A.

Proposition 12. Aff(A) est l’ensemble des barycentres de points de A.

Définition 13. Soient (F,?) un espace affine de dimension finie et
f+ E — F. On dit que f préserve les barycentres si, pour des points
pondérés (A, Aa;)ieqi,n) de E, on a :

f (Bar(Ai, Aai)ieqi,ng) = Bar(f(Ai), M) ici,n

Théoréme 14. Soient (F,?) un espace affine de dimension finie et
f: E — F. Alors [ est affine si, et seulement si, elle préserve les ba-
rycentres.

3) Coordonnées barycentriques

Soit (Ag, 41, ..., A,) un repére affine de E.

Théoréme 15. Tout point de E est un barycentre des Ag, Ay, ..., Ap, et
deux systemes de poids seront proportionnels.

Définition 16. Soit M € E. Il existe un unique (ayp, ..., a,) € R tel

= .
que Y joa;MA; = 0 et Y. ja; = 1. (ap, ..., ay,) sont les coordonnées
barycentriques de M relativement & (Ag, A1, ..., Ay).

Exemple 17. Soient A, B et C sont trois points d’un plan af-
fine P, et soit B une base du plan wvectoriel directeur de P. Soit
M € P. Les coordonnees de M relatwement a A, B et C sont

(dets(MB, MC), dets(MA, MC), dets(MA, MB)).

Application 18 (Equation barycentrique d’une droite de R?). Soit

€ (AB). Dans un repére affine (Ao, A1, As), les points A, B et M
ont pour coordonnées barycentriques (a, o/, "), (8,0, 8") et (x,y,2). La
droite (AB) admet pour équation :

a B
o B
B//

Oé”

SIS
Il
o
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IT Convexité

1) Définition et premiéres propriétés

Définition 19. Soit C' C E. On dit que C' est convexe si, pour tous
A,B € C et tout t € R, Bar((4,¢),(B,1—1)) € C.

(i) B(0,1 est conveze.

(ii) Les convezes de R sont les intervalles.

Exemple 20.

Proposition 21. C est conveze si, et seulement si, C' contient le bary-
centre de toute famille de points pondérés a poids positifs de C.

Proposition 22. Soient (F, ?) un espace affine, f : E — F une appli-
cation affine, C' un convexe de E et T un convexe de F. Alors f(C) est
conveze dans F, et f~Y(T) est conveze de E.

Proposition 23. Si F' C E est un sous-espace affine, alors F' est conveze.
Proposition 24. Si C est convexe, alors C' est connexe par arcs.
Remarque 25. 57 C est convexe, alors C' est connexe.

Exemple 26. Soient Cy et Cy sont convexes, et A\, € R, alors C1 x Cs
et A\Cy + uCs sont convexes.

Exemple 27. Le produit de n segments est convexe.
Proposition 28. Si C est convezxe, alors C est conveze.

Définition 29. Soit A un convexe de E. Une fonction f: A — R est dite
convexe lorsque :

Va,ye A, VA€ [0,1], fAr+ (1= Ay) < Af(2) + (1= A)f(y)

Proposition 30. Soit A un convexe de E, et soit f : A — R. Alors f est
conveze si, et seulement si, Epi(f) = {(z,t) e ExR|x € At > f(z)}
est un convezre de E x R.

2) Enveloppe convexe
Proposition 31. Une intersection de conveze est convexe.

Définition 32. Soit A C E, 'enveloppe convexe de A est le plus pe-
tit convexe contenant A. C’est aussi l'intersection de tous les convexes
contenant A. On le note Conv(A).

Exemple 33. Soit ABC un triangle, alors ABC = Conv({A, B,C}).

Théoréme 34. Soit A C E non vide.
(i) Si A est conveze, alors A = Conv(A).

(i) Si A est ouvert, alors Conv(A) est ouvert.

Contre-exemple 35. Si A = {(0,0)} U {(z,y) € (RT)?|zy > 1} alors,
Conv(A) = {(0,0)} U (RT*)2. A est fermé, mais pas Conv(A).

Théoréme 36 (Lucas). Soit P € C[X] non constant. Toute racine de P’
appartient a l’enveloppe convexe des racines de P.

Théoréme 37 (Carathéodory). Soit A C E. Tout élément de Conv(A)
est barycentre de au plus dim E + 1 points pondérés de A.

Exemple 38. Pour le cercle, il faut 2 points. Pour le carré, il en faut 3.

Corollaire 39. Soit A C E.
(i) Si A est compacte, Conv(A) aussi.
(i1) Si A est bornée, Conv(A) aussi, et diam(A) = diam(Conv(A)).

3) Point extrémal

Définition 40. Soit A un convexe de F. On dit que M € A est un point
extrémal de A lorsque :

VPQe A, Vte|0,1], M=tP+(1-t)Q=M=Pou M =Q
On note Extr(A) ensemble de ces points.

Proposition 41. Soit A un conveze de E, et soit M € A. Les assertions
sutvantes sont équivalentes :

(i) M € Extr(A)
(i) A\ {0} est convexe.
(#ii) Si M est barycentre a poids positifs de points de A, alors il est égal
a l'un de ces points.

Exemple 42. Extr([A, B]) = {A, B}

Théoréme 43 (Krein-Milgram). Soit A un conveze compact non vide de
E. Alors A = Conv(Extr(A)).

Proposition 44. Soit A un convexe de E. Si f : A — R est convexe et
continue, alors sup 4(f) = suPpyr(a)(f)-
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III Applications Références

[ | P. Tauvel. Cours de Géométrie. Dunod

[ | X. Gourdon. Les Maths en Téte : Analyse. Ellipses

Définition 45. H C E est un hyperplan affine de E' s’il existe une ap- | ] S. Francinou, H. Gianella, et S. Nicolas. Orauz X-ENS Algébre
plication affine f : E — R telle que H = f~1(0). Les parties f"1(R™*) et 3. (Cassini

F7H(R™*) sont appelées demi-espaces ouverts déterminés par H.

1) Théoréme de séparation

Proposition 46. Soient X un espace affine, A un ouvert convere non
vide et L un sous-espace affine de X tel que ANL = &. Alors il existe un
hyperplan de X qui contient L et ne rencontre pas A.

Définition 47. Soient X un espace affine, A, B deux parties de X et H
un hyperplan. On dit que H sépare strictement A et B si A est dans 'un
des deux demi-espaces ouverts déterminés par H et B dans 'autre.

Théoréme 48 (Hahn-Banach géométrique). Si A et B sont deux
convexes avec A fermé non vide et B compact tel que AN B = &. Alors
il existe un hyperplan qui sépare strictement A et B.

2) Géométrie

Théoréme 49. Soient vy, ...,v, € K", on note Vol(vy, ..., v,) le volume
du parallélépipéde engendré par v, ..., vy, alors :

Vol(vi,...,v,) = |det(vy,...,v,)]

Lemme 50. Soient A,B € M,(R) symétriques définies positives dis-
tinctes, et o, B > 0 tels que a+ B =1, alors :

det(aA + BB) > det(A) det(B)?
Application 51 (Ellipsoide de John-Loewner). Soit K un compact d’in-

térieur non vide de R™, alors il existe un unique ellipsoide de centre 0 et
de volume minimal contenant K.

Développements

— Théoreme de Carathéodory (37,39) | ]
— Ellipsoide de John-Loewner (50,51) [ ]
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I Outils de dénombrement

1) Ensembles finis

Définition 1. On appelle cardinal d’un ensemble E, noté Card(F) ou
|E|, la classe des ensembles en bijection avec E. On dit que E est fini 8’il
est en bijection avec un ensemble [1,n], o n € N*. On notera |E| = n.

Remarque 2. On doit adjoindre d cette définition le cas de l’ensemble
vide, par définition fini, et de cardinal 0.

Proposition 3. Soient E et F' deux sous-ensembles finis d’un ensemble
S. Alors ENF est fini, et on a |[EUF|=|E|+ |F|—|ENF|.

Proposition 4. Soit (E;);cp1,n] une famille de sous-ensembles disjoints
et finis d’'un ensemble S. Alors | JI—, E;| = Y, | Eil.

Proposition 5 (Formule du crible). Soit (E
ensembles finis d’un ensemble S. Alors :

e =y > ¢

i=1 =1 1<i1<..<ip <N

i)ie[[lm]] une famille de sous-

VB, N N E;,|

Théoréme 6. Le produil cartésien de p ensembles finis Ay, ...,
fini, et de cardinal [T_, |A;].

Ay est

Théoréme 7. Soient E et F' deuz ensembles finis. L’ensemble des fonc-

tions de E vers F est de cardinal |F|IF!,
Application 8. On a |P(E)| = 27l

Proposition 9 (Lemme des bergers). Soient E et F' deux ensembles fi-
nis et ¢ : E — F une surjection telle que |~ (x)| = n pour tout v € F.
Alors |E| = n|F|.

Proposition 10 (Principe des tiroirs). Soit E un ensemble de partition

FEy,...,E,. Soient x1,...,x, € E. Alors un E; contient f%} éléments ;.

2) Arrangements et permutations

Soient E un ensemble de cardinal n € N* et p < n

Définition 11. Un p-arrangement de E est une injection [1,p] — E.

Théoréme 12. Le nombre de p-arrangement de E est AP = (np'p)

Définition 13. Une permutation est un n-arrangement.

Application 14. Comme E est fini, toute permutation est une bijec-
tion. Par composition, on peut associer toute permutation d une unique

bijection E — E, donc |G (E)| = Al =nl!

3) Combinaisons

Soient E un ensemble de cardinal n € N* et p < n

Définition 15. Une p-combinaison de E est une partie de E a p éléments.

n!
pl(n—p)!~

Proposition 16. Le nombre de p-combinaisons de E est (Z) =

Proposition 17. Pourn>1 et1 <

— G5 =(6)
— (";1) + (z %) ( ) (Formule de Pascal)
S s S
Proposition 18 (Binéme de Newton). Soient a,b € C et n € N. Alors :
n = n n—
(a+b)" = ; <k>akb k
Corollaire 19. On retrouve de cardinal de P (E) : > p_ () = 2".
,onal+ Y r_ ()Snk—(n—i—l)

nona

Application 20. Si S, =Y, , ¥
On retrouve ainsi en particulier :
1) ” D(2n+1
n1—Zk— e Dl e A
k=1

Application 21. Le nombre o} de surjections d’un ensemble a n élé-
ments dans un ensemble d p éléments est :

o = é“”p"“(i) K

Application 22. Le nombre d, de dérangements (permutations sans
point fize) d’un ensemble & n éléments est :
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II Dénombrement en algebre

1) Théorie des groupes

Soit G un groupe et H un sous-groupe de G.

Définition 23. La classe & gauche de g € G est gH = {gh|h € H}.
Proposition 24. Pour tout g € G, on a [gH| = |H|.

Définition 25. L’indice [G : H] de H dans G est le cardinal de G/H.
Théoréme 26. On a |G| = |H| x [G : H].

Théoréme 27 (Lagrange). Pour tout sous-groupe H de G, on a |H| | |G].
Application 28. Tout groupe d’ordre premier est cyclique.

Définition 29. Supposons que G opere sur X. Soient x € X et g € G.
(i) L’orbite de z est : O, = {g-z|g € G}.
(ii) Le stabilisateur de z est : Stab, = {g € G|g-x = x}.
(iii) Le fixateur de g est : Fixy = {x € X |g -2z = z}.

Proposition 30. SiG est fini, alors pour tout x € X, |G| = | Stab,, ||Oy]|.

Théoréme 31 (Equation aux classes). On suppose X et G finis. Soit 0
une partie X contenant un unique représentant de chaque orbite. Alors :

3 3 G|
€

x€b

Théoréme 32 (Burnside). On suppose G et X finis. Soit Q@ l'ensemble
des orbites distinctes. Alors :

1 .
|Q|=@Z\F1Xg|

geG

Application 33. Le nombre de colliers de 5 perles différents que l’on
peut réaliser avec deux couleurs est 8.

2) Fonctions multiplicatives
Définition 34. On appelle indicatrice d’Euler de n > 1 entier :
o(n) = Card ({k € [1,n] |k An=1})
Corollaire 35. Sim An =1, alors p(mn) = o(m)p(n).
Exemple 36. Soient p premier, alors o(p) = p—1 et o(p®) = p*~L(p—1).

Proposition 37. (i) Pour dn, Z/nZ admet o(d) éléments d’ordre d.

(i) (Formule de Mdobius) n = o(n)
d|n

Proposition 38. Si on note p,, ’ensemble des racines primitives n-iémes
de lunité dans C, on a || = ¢(n).

Corollaire 39. Le n-iéme polyndme cyclotomique est de degré o(n).

Définition 40. La fonction de Mobius p : N* — {0,1, —1} se définit par :

1 sin=1
w(n) =< (=1)" sin est sans facteur carré
0 sinon

Proposition 41. La fonction de Mdbius est multiplicative sur N*.
Proposition 42. }°,  u(d) =0

Théoréme 43. Soient p premier, a,n € N* et ¢ = p®. On note P,(d)
l’ensemble des polynomes unitaires irréductibles de degré d sur Fy. Alors :

x"-x=1] ] Px)

dln PEPy(d)

Proposition 44 (Inversion de Mobius). On note p la fonction de Mobius.
Soit g : N* — C. On pose G(n) = }_,,, 9(d). Alors :

Vne N, g(n) =Y u(d)G (%)

d|n

Corollaire 45. Si I(q,d) désigne le cardinal de Pp(d), alors, pour tout

neN* ona:
1 n q"
=32t
(g,n) ndZu 2)d =

- 06T
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IIT Dénombrement en analyse

1) Utilisation en probabilités

Soit © un ensemble fini. On considére l'espace probabilisé (Q, P () ,P), on
PP est la loi uniforme sur Q. Pour une partie A de §2, on a alors P (A) = %.

Ainsi, savoir dénombrer des ensembles permet de calculer des probabilités.
Exemple 46. Dans un tirage avec remise, il y a nP issues possibles.
Exemple 47. Dans un tirage sans remise, il y a AP issues possibles.
Exemple 48. Une course de 20 chevaux a 1140 tiercés dans le désordre.

Exemple 49. Soit n < 365. En ne considérant pas les années bissextiles,
la probabilité que deux personmes parmin aient la méme date d’anniver-
satire est p, =1 — 365!

3657 x (365—n)! *
2) Séries génératrices
Définition 50. Soit (u,)nen une suite complexe. On définit sa série gé-

nératrice par S(z) = >, oy Un2™.

Exemple 51. La suite constante égale & 1 a pour série génératrice

S(z) = =

1—z"

Application 52 (Nombres de Catalan). On note C, le nombre de pa-
renthésages possibles d’un produit de n+1 facteurs. On a alors la relation
C, = Zz;ll CrCr_i, et on obtient C,, = %ﬂ(?)

Application 53 (Nombres de Bell). Pourn € N*, on pose By, le nombre
de partitions de U'ensemble [1,n] avec la convention By = 1, alors :

VkeN, B —EZ":
’ k_e n

n=0

Développements

— Polynoémes irréductibles unitaires sur F, (43,44,45) | ]

— Nombres de Bell (53) | ]

Références

[ ] J. de Biasi. Mathématiques pour le CAPES et l’agrégation interne.
Ellipses

[ ] D. Perrin. Cours d’Algébre. Ellipses

[ ] S. Francinou, H. Gianella, et S. Nicolas. Orauz X-ENS Algébre
1. Cassini

[ | P. Tauvel. Corps commutatifs et théorie de Galois. Calvage et
Mounet
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Cadre : Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n € N*.

I Géométrie affine

1) Espace affine, sous-espace affine

Définition 1. Un ensemble £ est un espace affine s’il existe une applica-
tion &€ x &€ = E qui a A, B € £ associe un vecteur 1@ € FE telle que :

(i) Pour tout A € &, application B E est linéaire.

(i) VA, B,C € €, AB = AC + CB.

Exemple 2. L’ensemble vide et les R™ sont des espaces affines.

— —
Proposition 3. Pour tous A,A',B,B' € £, on a AA =0, ﬁ = —-BA
T
et AB = A'B' & AA' = BB,
Définition 4. On dit qu’un ensemble F de & est un sous-espace affine
s’il est vide ou s’il contient un point A tel que {zﬁ ‘ B e ]—'} soit un

sous-espace vectoriel de F.

Proposition 5. Soit F' un sous-espace vectoriel de E et soit A un point
de &. Il existe un unique sous-espace affine dirigé par F' et passant par A.

Exemple 6. L’ensemble des solutions d’un systéme linéaire est un sous-
espace affine dirigé par l’ensemble des solutions du systéeme sans second

membre associé.

Définition 7. On appelle droite (resp. plan) tout espace affine de dimen-
sion 1 (resp. 2).

Définition 8. Deux espaces affines de méme direction sont dits paralléles.

Exemple 9. Soit f € L(E,F). Tous les f~1(v), ot v € Im(f), sont
paralléles et dirigés par Ker(f).

Proposition 10. Pour tout point d’un espace affine, il passe une unique
droite paralléle a une droite donnée.

2) Application affine

Définition 11. Soient £ et F deux espaces affines dirigés respectivement
par E et F. Une application ¢ : &€ — F est dite affine s’il existe un point
O € &€ et une application linéaire ? : E — F tels que, pour tout M € &,

ona ?(O—J\f) = p(0)p(M ). L'ensemble des applications affines de £ dans
€ est noté GA(E).

Proposition 12. GA(E) est un groupe.

Proposition 13. Si E et F' sont deux espaces vectoriels munis de leurs

structures affines naturelles, une application ¢ : E — F est affine si,

et seulement si, il existe un vecteur xo € F et une application linéaire
( %

? : E — F telle que, pour tout x € E, on a o(x) = p(x) + x0.
Exemple 14. (i) Si &€ = F = R, les applications affines sont les ap-
plications de la forme x — ax + b.
(ii) Si & = F, les applications affines dont Uapplication linéaire associée
est Idg sont les translations.

Proposition 15. L’mage d’un sous-espace affine par une application
affine est un sous-espace affine.

Corollaire 16. Les applications affines conservent l’alignement, le paral-
lélisme et les barycentres.

3) Utilisation du groupe affine

Théoréme 17 (Thales). Soient d, d', d” des droites paralléles dis-

tinctes, D1, Dy deux droites dont aucune n’est paralléle a d. Soient, pour
i€ {1,2}, 4, =Dind, Ay =Dind, A/ = D;Nd". Alors AL = 4245
A AL T AR A

. . . . . . Ay A7
Réciproquement, si un point B de Dy vérifie % = A2 Af , alors B = A7.
14 242

Corollaire 18. Soient Dy, Dy deux droites sécantes en A, d, d' deux
AA, _ AL A,

AAT T AAL”
Théoréme 19 (Pappus). Soient D, D' des droites distinctes, A, B, C

des points de D et A’, B', C' des points de D'. Si (AB’) est paralléle d
(A’B) et (BC") est paralléle a (B'C), alors (AC") est paralléle a (A’'C).

Théoréme 20 (Desargues). Soient ABC et A'B'C’ deux triangles sans
sommet commun et a cotés respectivement paralléles. Alors les droites
AA’', BB' et CC’ sont concourantes ou paralléles.

droites paralléles coupant D; en A;, A} distincts de A. Alors

Y
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IT Géométrie euclidienne

1) Définition et groupe d’isométrie

Définition 21. Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est dit
espace vectoriel euclidien. Un espace affine euclidien est un espace affine
dirigé par un espace vectoriel euclidien. On définit la distance de deux

points A et B par d(A4, B) = H/@‘ = AB.

Définition 22. Pour A C £ et x € £, la distance de = a A est :

d(z,4) = inf d(a.y)

Proposition 23. Soient x € E et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors
y € E est la projection orthogonale de x sur F' si, et seulement si, y € F
etd(z,F)=|z—1y|.

Définition 24. Une isométrie vectorielle est une application linéaire qui
conserve la norme. On note O(E) 'ensemble des isométries vectorielles
de E dans E.

Remarque 25. Une isométrie vectorielle conserve le produit scalaire,
donc l’orthogonalité.

Définition 26. Soient &£ et F deux espaces affines euclidiens. Une isomé-
trie affine est une application affine ¢ : £ — F telle que d(p(A), ¢(B)) =
d(A, B) pour tous A, B € £. On note Isom (&) I'ensemble des isométries
vectorielles de £ dans €.

Exemple 27. Les translations, les rotations et les symétries orthogonales
sont des isométries.

Proposition 28. Une application affine est une isométrie affine si, et
seulement si, sa partie linéaire est une isométrie vectorielle.

Théoréme 29. (O(E),0) et (Isom(E),0) sont des groupes.

Proposition 30. Soit F' un sous-espace vectoriel de E stable par une
isométrie f € O(E). Alors F*- est stable par f.

2) Matrice et déterminant de Gram

Définition 31. On appelle matrice de Gram de (z;)1<i<n la matrice
Mg(z1,...,2n) = ((®i, %) )1<ij<n, b déterminant de Gram le détermi-
nant de cette matrice, noté G(x1,...,x,).

Lemme 32. Le déterminant de Gram d’une famille de vecteurs est nul
si, et seulement si, elle est liée.

Théoréme 33. Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie
n € N* muni d’une base (e;)1<i<n- Alors, pour tout © € E, on a :

2 _ G(e1,...,en,x)
G(@]_,...,@n)

Théoréme 34 (Hadamard). (i) Soient x4, ..
Alors G(x1, ... xn) <TI0y l2l®
(ii) Soient x1,...,x, € C". Alors |det(z1,...,zn)| < Ty l2illo-
Dans les deux cas, on a égalité si, et seulement si, (x;)1<i<n €st orthogo-
nale ou 'un des vecteurs est nul.

d(x, F)

., Ty des vecteurs de E.

3) Similitudes et nombres complexes

Définition 35. On dit que f € L(F) est une similitude vectorielle s’il
existe k > 0, appelé rapport de la similitude, tel que, pour tout = € F,
on a || f(z)]| = k||z||. On appelle similitude affine toute application affine
dont la partie linéaire est une similitude vectorielle.

Exemple 36. Les isométries et les homothéties sont des similitudes.

Définition 37. Une similitude est dite directe ou indirecte selon que son
déterminant est positif ou négatif.

Proposition 38. Soit f une similitude vectorielle de rapport k. Il existe
une unique isométrie vectorielle u telle que f = hy ou, ou hy est ’homo-
thétie de rapport k.

Proposition 39. (i) Les similitudes directes conservent les angles.

(i) Une similitude directe de rapport k envoie un cercle de rayon R sur
un cercle de rayon kR dont le centre est l’image du centre.

Application 40. On identifie le plan affine euclidien muni d’un repére
orthonormé avec le plan complexe C. Les similitudes directes sont de la
forme z+— az+0b, ot a € C* et b € C. Les similitudes indirectes sont de
la forme z — aZ+b, oua € C* etbe C.

Y
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IIT Polygones et polyedres convexes

Définition 41. Un polygone convexe de R? est dit régulier si tous ses
cOtés sont de méme longueur, et si les angles entre deux cotés sont égaux.

Définition 42. On appelle groupe diédral le groupe D,, formé des iso-
métries du polygone régulier a n cotés.

Proposition 43. D,, est engendré par une symétrie et une rotation.

Définition 44. Un polyedre convexe de R? est dit régulier si toutes ses
faces sont des polygones réguliers isométriques, et si en chaque sommet
elles s’assemblent de la méme maniere, au sens ou les figures formées par
les réunions des arétes aboutissant & un sommet sont isométriques.

Exemple 45. Il y a 5 polyédres réguliers : le tétraédre, le cube, [’octaédre,
le dodécaédre et l'icosaédre.

Théoréme 46. Soit T un tétraédre régulier de ’espace affine euclidien
de dimension 3. Le groupe Isom(T) des isomélries préservant T est iso-
morphe a Sy.

Application 47. La table de caractéres de Sy est :

’ Sy H Id \ (ab) \ (ab)(cd) \ (abc) \ (abed) ‘

I [1] 1 1 1 1
e [1] =1 1 1 —1
I —1 0 —1
ex || 3 | =1 —1 0 1
o [2] 0 2 —1 0

IV Coniques

Définition 48. Une fonction polynémiale de degré 2 sur £ est une appli-
cation f : & — R telle qu’il existe un point O € &, une forme quadratique
non nulle ¢ sur E, une forme linéaire Ly sur F et une constante co € R

— ——
tels que : VM € &, f(M) =q(OM)+ Lo(OM) + co.
Remarque 49. g ne dépend pas du point d’origine O choisi.

Définition 50. On appelle quadrique affine la classe d’équivalence d’une
fonction polynomiale de degré 2 f : £ — R sous la relation "f ~ g si,

et seulement si, g est un multiple scalaire de f". Une quadrique plane
est appelée conique. L’ensemble des points de F vérifiant f(M) = 0 est
I’image de la quadrique.

Remarque 51. Les équations 22 + 32 4+1 =0 et 22 + 1 =0 définissent
le méme ensemble de points du plan R?.

Définition 52. La quadrique définie par f(M) = q(é—l\_)f)—&—L(m)—Fc est
dite propre si la forme quadratique Q(x,vy,2) = q(z,y) + L(z,y)z + cz?
définie sur £ x R est non dégénérée. Cette forme quadratique est dite
homogénéisée de q.

Proposition 53 (Classification des coniques propres).

’ sgn(Q) \ sgn(q) \ Classe \ Ezemple ‘
(3,0) ou (0,3) | (2,0) ou (0,2) 7] 22 +y? = —1
(2,1) ou (1,2) | (2,0) ou (0,2) Ellipse 24yt =1
(2,1) ou (1,2) (1,1) Hyperbole | 2% —1y? =1
(2,1) ou (1,2) | (1,0) ou (0,1) | Parabole | 22 +y=

Proposition 54 (Classification des coniques impropres).

] sgn(Q) \ sgn(q) \ Classe \ Ezemple ‘
(2,0) ou (0,2) [ (2,0) ou (0,2) Point 2?2 +y?=0
(2,0) ou (0,2) | (1,0) ou (0,1) 1) 2 =-1

(1,1) (1,1) Droites sécantes | x° —y*> =0
(1,1) (1,0) ou (0,1) | Droites paralléles 2?2 =1
(1,0) ou (0,1) | (1,0) ou (0,1) Droite double 22 =0

Développements

— Déterminant de Gram et inégalité de Hadamard (32,33,34) | ]

— Table de caractéres de G, et isométries du tétraedre (46,47) | ]
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Annexes

FIGURE 1 — Théoreme de Thales

FIGURE 2 — Théoreme de Pappus

O/

F1GURE 3 — Théoréme de Desargues
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Partie 1l

Lecons Analyse et Probabilités

Qu’est que c’est?. C’est une phrase francais avant le lorem ipsum. Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer
adipiscing elit. Etiam lobortis facilisis sem. Nullam nec mi et neque pharetra sollicitudin. Praesent imperdiet
mi nec ante. Donec ullamcorper, felis non sodales commodo, lectus velit ultrices augue, a dignissim nibh lectus
placerat pede. Vivamus nunc nunc, molestie ut, ultricies vel, semper in, velit. Ut porttitor. Praesent in sapien.
Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. Duis fringilla tristique neque. Sed interdum libero
ut metus. Pellentesque placerat. Nam rutrum augue a leo. Morbi sed elit sit amet ante lobortis sollicitudin.
Praesent blandit blandit mauris. Praesent lectus tellus, aliquet aliquam, luctus a, egestas a, turpis. Mauris
lacinia lorem sit amet ipsum. Nunc quis urna dictum turpis accumsan semper.

Ya- Vb= Vab

Qu’est que c’est?. C’est une phrase francais avant le lorem ipsum. Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer
adipiscing elit. Etiam lobortis facilisis sem. Nullam nec mi et neque pharetra sollicitudin. Praesent imperdiet
mi nec ante. Donec ullamcorper, felis non sodales commodo, lectus velit ultrices augue, a dignissim nibh lectus
placerat pede. Vivamus nunc nunc, molestie ut, ultricies vel, semper in, velit. Ut porttitor. Praesent in sapien.
Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. Duis fringilla tristique neque. Sed interdum libero
ut metus. Pellentesque placerat. Nam rutrum augue a leo. Morbi sed elit sit amet ante lobortis sollicitudin.
Praesent blandit blandit mauris. Praesent lectus tellus, aliquet aliquam, luctus a, egestas a, turpis. Mauris
lacinia lorem sit amet ipsum. Nunc quis urna dictum turpis accumsan semper.

Qu’est que c’est?. C’est une phrase francais avant le lorem ipsum. Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer
adipiscing elit. Etiam lobortis facilisis sem. Nullam nec mi et neque pharetra sollicitudin. Praesent imperdiet
mi nec ante. Donec ullamcorper, felis non sodales commodo, lectus velit ultrices augue, a dignissim nibh lectus
placerat pede. Vivamus nunc nunc, molestie ut, ultricies vel, semper in, velit. Ut porttitor. Praesent in sapien.
Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. Duis fringilla tristique neque. Sed interdum libero
ut metus. Pellentesque placerat. Nam rutrum augue a leo. Morbi sed elit sit amet ante lobortis sollicitudin.
Praesent blandit blandit mauris. Praesent lectus tellus, aliquet aliquam, luctus a, egestas a, turpis. Mauris
lacinia lorem sit amet ipsum. Nunc quis urna dictum turpis accumsan semper.

a¥b= Varb

Qu’est que c’est?. C’est une phrase francais avant le lorem ipsum. Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer
adipiscing elit. Etiam lobortis facilisis sem. Nullam nec mi et neque pharetra sollicitudin. Praesent imperdiet
mi nec ante. Donec ullamcorper, felis non sodales commodo, lectus velit ultrices augue, a dignissim nibh lectus
placerat pede. Vivamus nunc nunc, molestie ut, ultricies vel, semper in, velit. Ut porttitor. Praesent in sapien.
Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. Duis fringilla tristique neque. Sed interdum libero
ut metus. Pellentesque placerat. Nam rutrum augue a leo. Morbi sed elit sit amet ante lobortis sollicitudin.
Praesent blandit blandit mauris. Praesent lectus tellus, aliquet aliquam, luctus a, egestas a, turpis. Mauris
lacinia lorem sit amet ipsum. Nunc quis urna dictum turpis accumsan semper.
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Qu’est que c’est?. C’est une phrase francais avant le lorem ipsum. Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer
adipiscing elit. Etiam lobortis facilisis sem. Nullam nec mi et neque pharetra sollicitudin. Praesent imperdiet
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mi nec ante. Donec ullamcorper, felis non sodales commodo, lectus velit ultrices augue, a dignissim nibh lectus
placerat pede. Vivamus nunc nunc, molestie ut, ultricies vel, semper in, velit. Ut porttitor. Praesent in sapien.
Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. Duis fringilla tristique neque. Sed interdum libero
ut metus. Pellentesque placerat. Nam rutrum augue a leo. Morbi sed elit sit amet ante lobortis sollicitudin.
Praesent blandit blandit mauris. Praesent lectus tellus, aliquet aliquam, luctus a, egestas a, turpis. Mauris
lacinia lorem sit amet ipsum. Nunc quis urna dictum turpis accumsan semper.

/ e dp = = / e‘andx/ e_adey = /=
0 2 \/ oo oo 2V o

Qu’est que c’est?. C’est une phrase francais avant le lorem ipsum. Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer
adipiscing elit. Etiam lobortis facilisis sem. Nullam nec mi et neque pharetra sollicitudin. Praesent imperdiet
mi nec ante. Donec ullamcorper, felis non sodales commodo, lectus velit ultrices augue, a dignissim nibh lectus
placerat pede. Vivamus nunc nunc, molestie ut, ultricies vel, semper in, velit. Ut porttitor. Praesent in sapien.
Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. Duis fringilla tristique neque. Sed interdum libero
ut metus. Pellentesque placerat. Nam rutrum augue a leo. Morbi sed elit sit amet ante lobortis sollicitudin.
Praesent blandit blandit mauris. Praesent lectus tellus, aliquet aliquam, luctus a, egestas a, turpis. Mauris
lacinia lorem sit amet ipsum. Nunc quis urna dictum turpis accumsan semper.
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Cadre : On considere K = R ou C. Soient a,b € R avec a < b. On
note I = ]a,b[. Soient (X, A, 1) un espace mesuré, p € [1,400] et g son
exposant conjugué tel que % + % =1.

I Espaces de fonctions continues

1) Généralités

Définition 1. On définit C°([a,b],K) comme 'ensemble des fonctions

continues de [a,b] dans K.

Définition 2. Soit f € C%([a,b],K). On définit la norme uniforme ||.||__

par [ fllo = sup,ef s |f(@)]-

Définition 3. Soit (f,,)nen une suite de C°([a, b], K). On dit que (f,)nen

converge uniformément vers une fonction f : [a,b] — K lorsque :
Ve>0,3INeN,Vn>N, Ve a,b], |fo(z) - f(z)| <e

Cela revient a dire que lim,, o || fn — f|l o = 0.

Théoréme 4. Un limite uniforme de fonctions continues est continue.

Corollaire 5. L’espace (C°([a,b],K), ||.||..) est un espace de Banach.
Exemple 6. La suite (fn)nen définie sur [0,1] par f,(x) = (1 — %)n

converge uniformément vers x — e~ *.

n

Exemple 7. La suite (fn)nen définie sur [0,1] par fo(z) = =
converge pas uniformément.

ne

Théoréme 8 (Heine). Toute fonction de C°([a,b],K) est uniformément
continue.

Lemme 9 (Dini). Toute suite croissante de C°([a,b],K) qui converge
simplement dans C%([a, b],K) converge uniformément.

Application 10. Soit (P,)nen la suite de C%([a, b], K) définie par Py = 0
et Pop1(z) = Po(z) + 2(2* — PX(z)) pour n € N et x € [—1,1]. Alors
(Pn)nen converge uniformément vers x — |z|.

Théoréme 11 (Weierstrass). Soient f € C%([a,b],R) et ¢ > 0. Il existe
P une fonction polynomiale d coefficients réels telle que || f — P, < e.

Application 12. Soit f € C°([a,b],K) vérifiant f: t"f(t)dt = 0 pour
tout n € N. Alors f =0 sur [a,b].

2) Théoréme d’Ascoli

Définition 13. Une partie Y de C°([a,b],K) est dite équicontinue si :
V6>07 377>07 VfGY, |$*y|<77§‘f(x)*f(y)‘<5

Exemple 14. (i) Une partie finie de C°([a,b],K) est équicontinue.

(ii) Une suite uniformément convergente de fonctions de C%([a,b],K)
forme une famille équicontinue.

(#ii) L’ensemble des fonctions lipschitziennes est équicontinu.

Théoréme 15 (Ascoli). Soit Y C C%([a,b],K). Sont équivalentes :
(i) Y est équicontinue et bornée pour la norme uniforme.

(ii) Y est compacte.

Application 16. Soient X etY deuz espaces métriques compacts, p une
mesure borélienne finie et K € CY(X x Y, K). On considére l'application :

T:|C°Y,K) —» C'(X,K)
x — Jy Kz, y) f(y) du(y)

Alors T (BCO(YJK)(O, 1)) est relativement compact dans C°(X,K).

II Espaces L”

1) Définitions et premiéres propriétés

Définition 17. Pour tout réel p > 0, on définit le K-espace vectoriel :

/ PP du < +oo}
X

Sauf situation ambigué, on privilégiera la notation plus concise £ (1).

LRX, A p) = {f : X — K mesurable

Exemple 18. Dans le cas de la mesure de comptage, cette définition
donne les espaces Uk (N) des suites de puissance p sommable.

Proposition 19. Soient 0 < p < q des réels.
(i) Sip est finie, alors L8 (1) D L (1).

(i) Si on considére la mesure de comptage sur N, alors i (N) D % (N).

‘suorjedrjdde jo sejdwexr] °suorjouoj op sededsy - 10



LTT

Remarque 20. Il n’y a pas, en général, d’inclusion entre les espaces LP.

Définition 21. Pour toute fonction f : X — K et tout p > 0, on définit :

f </ fpd,u>p convention : 007 = 0o
11, = { /] ( )

Théoréme 22 (Holder). Soient f € Zf (1) et g € LE(p), ot %—&—% =1
Alors [|fglly < 171l [lgll4-

Théoréme 23 (Minkowski). Soient p € [1,4o00[ et f,g € Z§ (). Alors
1f =+ gll, < If1l, + llgll,-

Définition 24. Pour 1 < p < +o0, on définit L% () comme l'espace
vectoriel normé quotient de £ (p) par les fonctions presque nulles. On
associera par abus de langage un élément de £f (1) & sa classe dans L (p).

Définition 25. On définit le supremum essentiel de f : X — R+ par :
1], = supess(f) = inf {M > 0| u({f > M}) =0} >0
On note .£2° (1) 'ensemble des fonctions essentiellement bornées.

Définition 26. On définit L (u) comme l'espace vectoriel normé quo-
tient de .Z2°(u) par les fonctions presque nulles.

Remarque 27. En considérant 1 et oo comme exposants conjugués, on
retrouve les inégalités de Holder et de Minkowski.

Théoréme 28 (Riesz-Fischer). Pour tout 1 < p < +oo, L (n) est un
espace de Banach.

2) Convolution, densité et régularisation

Définition 29. On appelle convolution de f et g la fonction f * g définie
par fxg(z) = [pa f(y)g(x — y) dy lorsque celle-ci est bien définie.
Proposition 30. (i) fe L', ge L? = | f*gl, < [If], llgl,-

(i) feLP, ge L= |fxgl. <IfI,lgl,
Proposition 31. (L', +,*) est une algébre de Banach.

Définition 32. Une suite (p,)neny de fonctions positives de L' d’inté-
grale 1 sur R¢ est une approximation de 'unité si elles sont d’intégrale 1
sur R4, et si, pour tout € > 0, lim,,_,o0 f{lr|>6}] pn = 0. Si les p,, sont C*
a support compact, on parle de suite régularisante.

Théoréme 33. Soient f € LP(R?) et (p,)n une approvimation de l’iden-
tité (p € [1,+00]), alors Brf (pn * f) = f dans LP(R?).

Théoréme 34. Pour tout p € [1,+oo[, C°(R?) est dense dans LP(RY).

3) Cas particulier de L?
Définition 35. L’application (f,g) — (f, g>L§ = [y fgdp définit un

produit scalaire. On note ||.||;2 = ||.||, la norme associée.
K

Corollaire 36. (L% (w), (., )L]QK) est un espace de Hilbert.

Théoréme 37. Soient I un intervalle de R et p une fonction poids. S’il
eziste a > 0 tel que f[ e“'”p(m)dm < 00, alors les polynomes orthogonaux
associés a p forment une base hilbertienne de L*(I, p).

IIT Espaces de Sobolev

Définition 38. Soit f € L'(I). On dit que f admet une dérivée faible
s'il existe g € L*(I) tel que, pour tout ¢ € C°(I), on a [, f¢' = — [} gp.
On note alors g = f’, qui est unique.

Définition 39. On définit H'(I) = {f € L*(I)| f' € L*(I)}, que 'on
munit du produit scalaire défini par (f,g) 1 = (f,9) 2 + (f',9) 2

Théoréme 40. (H'(I),{.,.);1) est un espace de Hilbert.

Définition 41. On définit HJ(I) comme I'adhérence de C°(I) dans
HY(I). H}(I) est un espace de Hilbert lorsqu’il est munit du produit
scalaire (.,.) ;1.

Théoréme 42 (Riesz). Soient H un espace de Hilbert et ¢ : H — R
une forme linéaire continue. Alors il existe un unique uw € H tel que
(u,v) = p(v) pour tout v € H.

Théoréme 43 (Lax-Milgram). Soient H un espace de Hilbert, a une
forme bilinéaire continue et coercive sur H, et £ une forme linéaire et
continue sur H. Alors :

lue H, Vv e H, a(u,v) = £(v)

Si de plus a est symétrique, u est caractérisé par :

%a(u, u) — £(u) = min {;a(v, v) - 5(”)}

veH
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Application 44 (Dirichlet). Pour f € L?, on considére le probléme :

{ —u" +u=f sur]0,1]
u(0) =u(l) =0

11 existe une unique solution faible u € H} a ce probléme.

Développements

— Théoreme de Riesz-Fischer (28) | ]
— Densité des polynomes orthogonaux (37) [ ]
— Théoreme de Weierstrass (11) | ]

Références

] M. Briane et G. Pages. Théorie de l'intégration. Vuilbert

| V. Beck, J. Malick, et G. Peyré. Objectif Agrégation. H&K
| H. Brezis. Analyse fonctionelle. Masson
| C. Zuily et H. Queffélec. Analyse pour ’agrégation. Dunod

[
[
[
[
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Cadre : On fixe (E, d) un espace métrique, qui est donc séparable.

I Généralités sur la compacité

1) Propriété de Borel-Lebesgue

Définition 1. Un espace métrique (E,d) est compact s'il vérifie la pro-
priété de Borel-Lebesgue : de tout recouvrement de E par des ouverts, on
peut extraire un sous-recouvrement fini. On dit qu’une partie A C E est
compacte si elle est compact pour la topologie induite.

Remarque 2. Cette définition a un analogue en topologie générale, mais
on y adjoint une condition de séparation, toujours réalisée dans le cas
d’un espace métrique.

Exemple 3. (i) R n’est pas compact

(ii) Toul espace métrique fini est compact.
(7ii) [0,1] C R est compact.

Exemple 4. Tout espace métrique compact est borné.

Proposition 5. (F,d) est un compact si, et seulement si, de toute in-
tersection vide de fermés de E on peut extraire une sous-famille finie
d’intersection vide.

Proposition 6. Toute suite décroissante de fermés non vides d’un espace
compact E admet une intersection non vide.

Contre-exemple 7. Dans R™, F,, = [n,+00[ contredit cette conclusion.
Proposition 8. Une réunion finie de compacts est compacte. Une inter-
section de compacts est compacte.

2) Théoréme de Bolzano-Weierstrass

Théoréme 9 (Bolzano-Weierstrass). Un espace métrique (E, d) est com-
pact si, et seulement si, de toute suite de points de E on peut extraire une
sous-suite convergente dans E.

Corollaire 10. Un espace métrique (F,d) est compact si, et seulement
st, toute partie infinie de E admet un point d’accumulation dans E.

Corollaire 11. Un fermé d’un compact est compact.

Corollaire 12. Tout espace métrique compact est complet.

Définition 13. E est dit précompact si, pour tout € > 0, il existe un
recouvrement de E par une famille finie de boules ouvertes de rayon e.

Théoréme 14. Un espace métrique (E,d) est compact si, et seulement
st, il est précompact et complet.

Corollaire 15. Les segments de R sont compacts.

Proposition 16. Soit (E,d) un espace métrique compact et (up)nen une
suite de E telle que lim,—s 1o d(tp, un+1) = 0. Alors U'ensemble des va-
leurs d’adhérence de (un)nen est conneze.

Application 17. Soient f : [0,1] — [0,1] une fonction continue et
(Tn)nen la suite définie par xg € [0,1] et upt1 = f(un) pour tout n € N.
Alors (x)nen converge si, et seulement si, lim, 1 oo Tpy1 — zp, = 0.

II Fonctions continues sur un compact

1) Continuité et extrema

Soit f : E — F continue avec F compact et F' un espace métrique.
Proposition 18. f(E) est compact.

Proposition 19. Si f est bijective, c¢’est un homéomorphisme.
Corollaire 20. Si F =R, alors f est bornée et atteint ses bornes.

Application 21 (Rolle). Soit f : [a,b] — R continue et dérivable sur
la,b[ telle que f(a) = f(b). Alors il existe ¢ €]a,b| tel que f'(c) = 0.
Application 22 (Ellipsoide de John-Loewner). Soit K un compact d’in-

térieur non vide de R™, alors il existe un unique ellipsoide de centre 0 et
de volume minimal contenant K.

Proposition 23. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie et
f: E = R continue et coercive. Alors f admet un minimum sur E.

Application 24 (D’Alembert-Gauss). Tout polynome de C[X] admet
une racine dans C.

Application 25. Soient F C E compact et a € E. Il existe x € F tel
que d(a, F') = d(a, z).

Application 26. Soit f : [0,1] — R continue et n € N*. Il existe
P € R, [X] qui réalise la distance de f a R, [X]. C’est le polynome de
meilleure approximation de f de degré n.
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2) Théoréme de Heine

Théoréme 27 (Heine). Toute application continue f: E — F ou E est
compact est uniformément continue.

Exemple 28. x> sin(x?) n’est pas continue sur R, contrairement d sin.

Proposition 29. Toute fonction continue de R dans C et périodique est
uniformément continue.

Proposition 30. Toute fonction continue de R dans R admettant des
limites finies en oo est uniformément continue.

Application 31. Soit f : [0,1] — R continue. Alors fol f@dt =
limy, 0 % Z:;é f (%)
Théoréme 32 (Dini). Soit f,, : [a,b] — R continues et convergeant sim-

plement vers [ : [a,b] = R continue. Si les f, sont croissantes, alors la
convergence est uniforme.

3) Théorémes de points fixes

Théoréme 33. Soient E compact et f: E — E continue telle que, pour
tous x,y € E distincts, on a d(f(x), f(y)) < d(z,y). Alors f admet un
unique point fize.

Contre-exemple 34. Ceci est fauz si E est seulement complet. La fonc-
tion définie sur R par f: x — Ig-+ () + Lg+« (m + %) ne posséde pas de
point fixe sur R.

Proposition 35. Soient E compact et f : E — E continue telle que,
pour tous x,y € E distincts, on a d(f(x), f(y)) = d(x,y). Alors f est une
isométrie bijective.

Théoréme 36 (Brouwer). Toute application continue de la boule unité
fermée de R™ dans elle-méme admet (au moins) un point fize.

4) Résultats de densité

On fixe (E,d) compact. Soit C°(E, K) 'ensemble des fonctions continues
de F dans K =R ou C.

Proposition 37. (C°(E,K),|.||.,) est un espace de Banach séparable.

Définition 38. Soit V un sous-espace vectoriel de C°(E,K). On dit que
V est séparant si, pour tous x,y € FE, distincts, il existe h € V tel que
h(z) # h(y). On dit que V est réticulé s’il est stable par passage au sup
et a I'inf de deux éléments.

Théoréme 39. Tout sous-espace vectoriel réticulé séparant de C°(E,R)
contenant les fonctions constantes est dense dans CO(E,R).

Exemple 40. Les fonctions lipschitziennes sont denses dans C°(E,R).
Proposition 41. Toute sous-algébre de C°(E,K) est réticulée.

Théoréme 42 (Stone-Weierstrass). Toute sous-algeébre de C°(E,R) sé-
parante et contenant les fonctions constantes est dense dans C°(E,R)

Exemple 43. Si E C R? est compact, les fonctions polynémiales sont
denses dans C°(E,R). En particulier pour d = 1, on retrouve le théoréme
de Weierstrass.

Théoréme 44 (Weierstrass). L’ensemble des polynéomes sur [a,b] est
dense dans (C°([a,b],R), ||.|l..)-

IITI Compacité en dimension finie

1) Espaces vectoriels normés
On fixe (F,d) un espace vectoriel normé.

Proposition 45. Si E est de dimension finie, toutes les normes sont
équivalentes.

Théoréme 46. Les parties compactes d’un espace vectoriel de dimension
finie sont ses parties fermées bornées.

Corollaire 47. Toute application linéaire E — F, ou E est de dimension
finie, est continue.

Contre-exemple 48. Munissons R[X] de la norme ||.| . définie par
31 @i X = supseong lasl. La dérivation sur (R[X], ||.|| ) n'est pas
continue.

Théoréme 49 (Riesz). La boule unité fermée de E est compacte si, et
seulement si, E est de dimension finie.

Exemple 50. La boule unité de C°([0,1]) n’est pas compacte. En effet,
les fonctions f, : © — x™ convergent vers une fonction non continue.
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2) Théoréme d’Ascoli
On considére un intervalle [a,b] de R et K =R ou C.

Définition 51. Une famille de fonctions Y C C%([a,b],K) est dite équi-
continue lorsque :

Ve>0,3n>0,VfeY, lz—yl<n=|f(x)- fly) <e

Exemple 52. (i) Une partie finie de C°([a,b],K) est équicontinue.

(ii) Une suite uniformément convergente de fonctions de C°([a,b],K)
forme une famille équicontinue.

(iti) L’ensemble des fonctions lipschitziennes est équicontinu.

Théoréme 53 (Ascoli). Soit Y C C%([a,b],K). Sont équivalentes :
(i) Y est équicontinue et bornée pour la norme uniforme.
(ii) Y est compacte.

Application 54. Soient X etY deuz espaces métrigues compacts, i une
mesure borélienne finie et K € CO(X x Y,K). On considére 'application :

T:|C(YV,K) — CO(X,K)
T — [y K(z,9)f(y) du(y)

Alors T (Beo(yx)(0,1)) est relativement compact dans C°(X,K).

Développements

— Ellipsoide de John-Loewner (22) | ]
— Connexité des valeurs d’adhérence dune suite (16,17) [ ]
[ ]

— Théoréme de Weierstrass (44) | ]
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Cadre : On fixe (E, d) un espace métrique et A une partie de E.

I Espaces connexes

1) Définitions
Proposition 1. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Il n’existe pas de partition de E en deuz ouverts non vides disjoints.
(ii) 1l n’existe pas de partition de E en deux fermés non vides disjoints.
(iii) Les seuls ouverts et fermés de E sont & et E.

Définition 2. Un espace métrique vérifiant I'une des assertions de la
proposition précédente est dit connexe.

Remarque 3. La connexité est une notion topologique.
Exemple 4. R est conneze, {0,1} n’est pas conneze.

Proposition 5. Dire que A est connexe pour la topologie induite équivaut
auz propositions suivantes :

(i) Si A C O1UO2, ot O1 et Oy sont deux ouverts disjoints, alors :

(ANO1=@ et ACO3) ou (ANOy=@ et ACO;)

(i) Si A C FyUFs, ot Fy et Fy sont deux fermés disjoints, alors :

(ANFi=0 e ACF) ou (ANF,=0 e ACHF)

Exemple 6. Q C R n’est pas conneze.

2) Propriétés

Théoréme 7. Soit f : (E,d) — (E',d') une application continue entre
espaces métriques. Si E est connexe, alors f(E) est connexe.

Proposition 8. (E,d) est connezxe si, et seulement si, toute application
continue de (E,d) dans {0,1} muni de la distance discréte est constante.

Remarque 9. On peut remplacer {0,1} par tout espace discret ayant
plus de deux points, comme Z par exemple.

Proposition 10. Soient A connere et B C E wvérifiant A C B C A.
Alors B est connexe. En particulier, A est conneze.

Proposition 11. Soit (C;);c; une famille de connezxes de E. S’il existe
io € I tel que C; N Cy, # @ pour tout i € I, alors Uiel C; est conneze.

Remarque 12. En particulier, si|) C; est conneze.

e Ci # @ alors ;¢
Proposition 13. Soit (C;);cr une famille de connexes de E, avec I =N
ou [0,n]. Si C;_1NC; # @ pour tout i € I\{0}, alors | J,c; C; est connexe.
Théoréme 14. Soient (E1,d1),. .., (E,,dy,) des espaces métriques. L’es-
pace produit EF = H?Zl FE; est connexe si et seulement si E; est conneze
pour tout i € [[1,n].

Remarque 15. Une intersection de connexes n’est pas toujours connexe.

Proposition 16. Soit (E,d) un espace métrique compact et (up)nen une
suite de E telle que lim,,_, 1 oo d(Up, uny1) = 0. Alors Uensemble des va-
leurs d’adhérence de (un)nen est conneze.

Application 17. Soient f : [0,1] — [0,1] une fonction continue et
(Zn)nen la suite définie par xg € [0,1] et upt1 = f(uy,) pour tout n € N.
Alors (z,)nen converge si, et seulement si, lim, oo Tpy1 — Tp = 0.

3) Composantes connexes

Définition 18. On définit la relation d’équivalence ~ sur F pour z,y € E
par z ~ y si, et seulement si, il existe un connexe C de E tel que z € C
et y € C. Les classes sont appelées composantes connexes de F.

Proposition 19. La composante connexe de x € E, notée C(x), est
l'union des connexes de E contenant x. Les composantes connexes de E
sont des ouverts deux a deux disjointe.

Proposition 20. Soit f : E — F un homéomorphisme. Alors f induit
une bijection entre les composantes connexes de E et F.

Théoréme 21 (Jordan, admis). Toute courbe continue fermé simple d
valeurs dans C d’image J est telle que C\J a deux composantes connexes,
une bornée Cy et une non bornée C, toutes deux de frontiére J.
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4) Connexité par arcs

Définition 22. On appelle chemin de E toute application continue
v : [0,1] — E. Son image ~([0,1]) est appelée un arc, v(0) son origine
et v(1) son but. On dit que v lie y(0) et y(1).

Définition 23. L’espace E est dit connexe par arcs si, pour tous a,b € F,
il existe un chemin liant a et b.

Théoréme 24. La connexité par arcs entraine la connexité.

Exemple 25. La réciproque est fausse : l’adhérence du graphe de la fonc-
tion x +— sin(%) définie sur RT* est connexze non connexe par arcs.
Proposition 26. Pour un ouvert d’un espace vectoriel normé, la
connezxité est équivalente da la connexité par arcs.

II Connexité et applications

1) Analyse réelle

Proposition 27. Les connexes de R sont exactement les intervalles de
R. Ce sont aussi les convezes de R.

Application 28. L’mage d’un intervalle par une application continue
est un intervalle.

Théoréme 29 (Darboux). Soit f : R — R dérivable et I un intervalle
ouvert non vide de R. Alors f'(I) est un intervalle de R.

Théoréme 30. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels, avec K =R ou
C. Soient U C E un ouvert et f : U — F différentiable sur U. Soient
a,be U etk >0. Alors :

Va € a,b], [|defllppry <k = IF0) = fla)lp <Elb—allg
Corollaire 31. Awvec les notations du théoréme précédent, si U est
connexe, et si d,f =0 pour tout x € U, alors f est constante sur U.

Théoréme 32 (Brouwer). Toute application continue de la boule unité
fermée de R™ dans elle-méme admet (au moins) un point fize.

2) Analyse complexe

Définition 33. Un domaine de C est un ouvert connexe de C non vide.
On fixe un tel Q par la suite. On appelle lacet dans C un chemin C! par
morceaux tel que y(0) = y(1).

Définition 34. Soit v un lacet de C et a € C \ Im(vy). On définit I'indice
Ind, (a) de a par rapport a v par :

1 1
Ind,(a) = %/ z—adz
gl

Proposition 35. La fonction Ind., est a valeurs entiéres sur ), constante
sur les composantes connezes de ), et nulle sur la composante non bornée.

Théoréme 36 (Cauchy). Soient Q un ouvert conveze et zgp € Q et
fFeHEQ\ {z0}), alors pour tout lacet vy de Q, on a fvf =0.

Théoréme 37 (Formule de Cauchy). Soient 2 est un ouvert conveze,
z € Q, v un lacet de Q\ {z} et f € H(Q), alors on a :

tud, (2)f(2) = 5= [ g

Théoréme 38 (Liouville). Toute fonction holomorphe sur C et bornée
est constante.

Corollaire 39 (Théoréme de d’Alembert). Tout polyndme non constant
a coefficients dans C admet au moins une racine.

Théoréme 40. Soient Q C C conneze, f € H(C) et zg € Q. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) Yk € N, f®)(29) =0

(ii) f est nulle sur un voisinage de zg
(iii) f est nulle sur Q

Corollaire 41. Soient f et g holomorphes sur Q) un connexe de C. Si f
et g coincident sur un voisinage d’un point de 2, alors f = g.

Théoréme 42 (Zéros isolés). Soient Q un connexe de C et f holomorphe
sur ) et non identiqguement nulle, alors les zéros de [ sont isolés.

Corollaire 43. Si deux fonctions holomorphes coincident sur un en-
semble admettant un point d’accumulation, alors elles sont égales.

Exemple 44. Ii n’existe pas de fonction holomorphe sur D(0,1) tel que
pour toutn > 1, f(L) = f(-3)=—4.

1
n n
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Théoréme 45 (Principe du maximum). Soit f € H(Q). Si |f| atteint
son mazimum en un point de ), alors f est constante.

Théoréme 46 (Théoréme des résidus). Soient S C Q fini, f € H(C\ S)
et v un lacet dans Q0 ne rencontrant pas S, alors :

/ f(z)dz = 2im Z Ind, (c) Res(f,c)

ceS

Exemple 47. f0+°° STy = 7

Exemple 48. Soit o €] — 1,1][. Alors f0+oo e gy =

™
4cos?(&F)”

III Connexité des espaces de matrices

Proposition 49. G£,(C), SL,(R), S,.(R) et ST (R) sont connezes.
Proposition 50. GL,(R), O,(R) ne sont pas connezes.

Lemme 51. Pour A € M, (C), exp(C[A4]) = C[A4]*.

Théoréme 52. exp(M,(C)) = GL,(C)

Théoréme 53. exp(M,(R)) = {A%| A€ GL.(R)}

Développements
— Connexité des valeurs d’adhérence d’une suite (16,17) | ]
[ ]
— Surjectivité de l'exponentielle de matrice (51,52,53) | ]

— Calcul d’une intégrale par le théoréme des résidus (48) | ]
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Cadre : On considere (X, d) un espace métrique et (E, ||.||) un K-espace
vectoriel normé, avec K = R ou C.

I Généralités sur les espaces complets

1) Suites de Cauchy et complétude
Définition 1. On dit que (u,) est de Cauchy lorsque :

Ve>0,INeN, Vn = N, VpeEN, |upyp —up| <e

Proposition 2. (i) Toute suite convergente est de Cauchy.

(ii) Toute suite de Cauchy est bornée.

(iti) Toute suite de Cauchy ayant une valeur d’adhérence converge.
Définition 3. On dit que (X, d) est complet si toute suite de Cauchy de
X est convergente.

Exemple 4. (R, |.|) et (R™,].||) sont complets, (Q,|.|) ne est pas.
Exemple 5. (R,d), ot d(z,y) = |arctan z — arctan y| n’est pas complet.

Remarque 6. Les notions de suites de Cauchy et d’espaces complets ne
sont pas topologique mais métriques.

2) Propriétés générales des espaces complets

Théoréme 7. Il existe un espace métrique complet ()?73), appelé com-
plété de X, et une isométrie i : (X,d) — (X, d) d’image dense.

Exemple 8. @ =R pour la distance usuelle.

Proposition 9. Si (X, d) est complet et A C X, alors (A, d) est complet
si, et seulement si, A est fermé dans X.

Théoréme 10 (Fermés emboités). Si (X, d) est complet, alors, pour toute
suite (Fy, ) nen décroissante de fermés non vides de X dont le diamétre tend

vers 0, nnEN F,, est un singleton.

Proposition 11. Un espace métrique est compact se, et seulement si, il
est précompact et complet.

II Exemples d’espaces complets

1) Espaces de Banach

Définition 12. On dit que (F, ||.||) est espace de Banach s’il est complet.

Théoréme 13. (E,|.||) est un espace de Banach si, et seulement si, toute
série absolument convergente de E est convergente.

Proposition 14. Si F' est un Banach, alors L(E, F) est un Banach.
Corollaire 15. E’ est un espace de Banach.

Proposition 16. L’espace C*([0,1],R), si on le munit de la norme
7l = Zf:o Hf(i)Hoo, est un espace de Banach, contrairement & si on

le munit de la norme |.|| .
2) Espaces L?

Définition 17. Pour tout réel p > 0, on définit le K-espace vectoriel :
LR(X, A ) = {f : X — K mesurable | || f[|, < —l—oo}
Théoréme 18 (Holder). Soient f € £f (1) et g € L (1), ou 1%—!—% =1.

Alors || fglly < I£11, lgll-

Théoréme 19 (Minkowski). Soient p € [1,+o0[ et f,g € L (1). Alors

Définition 20. Pour 1 < p < 400, on définit L (u) comme lespace
vectoriel normé quotient de .2 (1) par les fonctions presque nulles. On
associera par abus de langage un élément de £ (1) & sa classe dans L (p1).

Définition 21. On définit Lg°(u) comme l'espace vectoriel normé quo-
tient de .Z2° (1) par les fonctions presque nulles.

Remarque 22. En considérant 1 et co comme erposants conjugués, on
retrouve les inégalités de Hdélder et de Minkowski.

Théoréme 23 (Riesz-Fischer). Pour tout 1 < p < +oo, Li (1) est un
espace de Banach.
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3) Espaces de Hilbert

Définition 24. Un espace vectoriel est dit préhilbertien s’il est muni d’un
produit scalaire. S’il est complet pour la norme issue du produit scalaire,
on dit que c’est un espace de Hilbert (ou hilbertien).

Exemple 25. (L2, ||.||,) est un espace de Hilbert.

Proposition 26. Un espace vectoriel normé E est un espace préhilbertien
si, et seulement si, ||.|| vérifie identité du parallélogramme, c’est-a-dire :
Va,y € B, o+ yl + |z — yl* =2 (Jlall® + ly)*)
Proposition 27 (Cauchy-Schwarz). Si H est préhilbertien, alors :

Va,ye H, [(z,y)| < [lz|| |y

Définition 28. Pour une partie A de H, son orthogonal est défini par
At ={x € H|Va€ A, (z,a) = 0}.
Proposition 29. Si A C H, AL est un sous-espace vectoriel fermé.

Théoréme 30. Soit K C E un convezxe fermé non vide. Pour tout f € H,
il existe un unique élément de K, noté Pk (f), et appelé projection de f
sur K, tel que :

Pr(f) = fll = inf |jv —
1Pi(f)~ £l = i flo— f]
De plus, Pk (f) est caractérisée par :

Vv e K, (f — Pr(f),v— Pr(f)) <0

Corollaire 31. Soient M un sous-espace vectoriel fermé de H et f € H.
Alors Py (f) est caractérisé par :

Py(f)e M et VYoe M, (f — Pu(f),v) =0

De plus, Py est un opérateur linéaire.

Théoréme 32 (Riesz-Fréchet). Soit ¢ € H'. Alors il existe un unique
f € H tel que :
Vv e H, (p,v) = (f,v)

Application 33. Soit F' un sous-espace vectoriel fermé d’un Hilbert H,

alors FO F-=H

Application 34. Soit u € L(H), il existe un unique u* € L(H) tel que :
Va,y € H, <u(x),y> - <va*(y)> avec

[Jufl = flu]l

Proposition 35. Un sous-espace vectoriel F' de H est dense si, et seule-
ment si, F+ = {0}.

III Utilisations de la complétude

1) Prolongement de fonctions

Théoréme 36. Soient H un espace de Hilbert, F' un sous-espace vectoriel
de H, et f € F'. Il existe g € H' qui prolonge f et telle que ||g|| = || f]|-

Remarque 37. L’énoncé général dans un espace vectoriel normé s’ap-
puie sur le lemme de Zorn. Dans un espace de Hilbert, on peut en fait
construire explicitement un prolongement.

Théoréme 38. Soient E et F' des espaces métriques, et A C E dense.
(i) Si f A — F est continue, et si, pour tout x € E \ A,
limy_,, yea f(y) existe, alors il existe une unique fonction g : E —
F continue telle que gla = f.
(ii) On suppose F' complet. Si f : A — F est uniformément continue, il
existe une unique fonction g : E — F uniformément continue telle
que gla = f.
Théoréme 39. Soient E et F' deuz espaces métriques, D une partie dense
de E. Si F est complet alors toute application uniformément continue de
D dans F' admet un unique prolongement continu sur E. Ce prolongement
est de plus uniformément continu.

Corollaire 40. Soient E un espace vectoriel normé, D un sous-espace
vectoriel dense de E et F' un espace de Banach. Toute application linéaire
continue de D dans F' a un unique prolongement linéaire continu sur E.

2) Théoréme de point fixe

Théoréme 41 (Banach-Picard). Soient (E,d) un espace métriqgue com-
plet (non vide), et F' : E — E wune application k-contractante. Alors
F admet un unique point fize et toute suite définie par ug € E puis
Unt+1 = F(u,) converge vers ce point d une vitesse géométrique.

Remarque 42. Si FP est contractante, on a le méme résultat.

Contre-exemple 43. Si £ =]0,1[ et F : x — 5, F est contractante
mais sans point fixre (E n’est pas complet).

Contre-exemple 44. Si E = [0,1] et F': x — /14 22, E est complet,
F est contractante, mais sans point five (F([0,1]) = [1,v/2]).

Contre-exemple 45. Si E =R et F: x — 1+ x2, E est complet, F
applique E dans lui-méme, mais sans point fize (F n’est pas contractante).
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3) Théoréme de Baire et applications

Théoréme 46 (Baire). Soit E un espace métrique complet. Toute réunion
dénombrable de fermés d’intérieurs vides de E est d’intérieur vide dans
E.

Corollaire 47. Soit E un espace métrique complet. Toute intersection
dénombrable d’ouverts denses est dense.

Application 48. Un espace de Banach est de dimension finie ou non
dénombrable. Par exemple R[X] n’est complet pour aucune norme.

Théoréme 49 (Banach-Steinhaus). Soit E un espace de Banach et F
un espace vectoriel normé. Soit (u;)icr une famille d’opérateurs continus
de E dans F. On suppose que, pour tout v € E, sup;c; ||ui(x)|| < +oo.
Alors sup;ep [Jus|| < +oo.

Application 50. Il existe des fonctions continues et 2mw-périodique qui
different de leur série de Fourier.

Théoréme 51 (Application ouverte). Une application linéaire continue
surjective entre espaces de Banach est ouverte.

Corollaire 52. Une application linéaire continue bijective entre espaces
de Banach est d’inverse continue

Théoréme 53 (Graphe fermé). Une application linéaire T : E — F
entre deux espaces de Banach est continue si, et seulement si, son graphe
{(z,T(z))|x € E} est fermé pour la norme produit.

Développements

— Théoreme de Riesz-Fischer (23) | ]

— Projection sur un convexe fermé et théoréeme de Riesz (30,31,32)

[Bres7]
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I Prolongement par continuité

1) Prolongement ponctuel

A est une partie de R et (F|.]|) un espace vectoriel normé.

Définition 1. Soit f : A — F et a € A. f est dite continue lorsque
lim,_,, f(z) existe et vaut f(a).

Proposition 2. Sia € A\ A, et si f admet £ comme limite en a, on peut
définir une application continue f par :

f:lAu{a} — F
- L {f(a:) sz: x#a
{ si z=a

Définition 3. f est le prolongement par continuité de f en a.

. *
Exemple 4. (i) FoRY — se prolonge en 0 par 1.

T sin z

T

(ii)

| R? 0,0 — R
! V0,03 2242 se prolonge en (0,0) par 0.
(z,9) —

) x2+y2

2) Prolongement par densité

Théoréme 5 (Principe de prolongement des identités). Soient f et g
deux fonctions continues de l’espace topologique E dans ’espace vectoriel
normé F. Si f et g coincident sur une partie dense de E, elles coincident
sur E tout entier.

Définition 6. Soient I un intervalle de R, et f : I — R. On dit que f
est uniformément continue sur I si :

Ve>0,30>0,Va,yel, [x—y|<d=|flx)— fly)| <e

Théoréme 7. Soient E et F' deux espaces métriques, avec F' complet.
Soient A une partie dense de E et f : A — F uniformément continue.
1l existe une unique application uniformément continue g : E — F qui
prolonge f.

Application 8 (Construction de I'intégrale de Riemann sur des fonctions
réglées). Une fonction est réglée si elle est limite uniforme de fonctions

en escalier. Pour une fonction en escalier f(z) = > 1, Y(Zig1 — 20N,
avec (xo,...,T,) une subdim’sion de la,b] et \; des constantes, on a

ff f)dt < || fll ZZ o (@ig1—x;) = (b—a) || fl|- Lintégration est alors
une fonctzon lipschitzienne, donc uniformément continue, de l’espace des
fonctions en escaliers dans R. Par le théoréme, elle se prolonge de facon
unique en une forme linéaire sur l’espace des fonctions réglées.
Théoréme 9. Soit f € L*(R), alors :
(i) 1l existe (fn)n une suite de L*(RY) N L2(RY) qui converge vers f
dans L*(RY).
(i) Pour une telle suite (fn)n, la suite (ﬁ)n converge dans L?(R?) vers
une limite f indépendante de la suite choisie.
Définition 10. f est la transformée de Fourier de f dans L?(R%).
Théoréme 11 (Plancherel). Soit f € L*(RY)NL*(RY), alors f € L*(R%)
et HfH2 = (2m)4||flly- De plus, f = f est un isomorphisme de L*(R?)
sur L2(RY)

3) Prolongement des applications linéaires continues

Théoréme 12 (Hahn-Banach). Soit (E,|.||) un K-espace wvectoriel
normé, et soit F' un sous-espace vectoriel de E. Soit f : F — K li-
néaire continue. Il existe un prolongement continu g de f sur E tel que

lgll = [171-

Application 13. Si F est un sous-espace vectoriel de (E,||.||), F est
dense dans E si, et seulement si, toute forme linéaire qui s’annule sur F
est nulle sur E.

IT Prolongement et différentiabilité

1) Prolongement ponctuel et régularité

Théoreme 14. Soient E un espace vectoriel normé et I un intervalle de
R. Soit f : I — E continue et a € I. Si f est dérivable sur I\ {a} et si f’
posséde une limite £ au point a, alors [ est dérivable en a et f'(a) = £.

Contre-exemple 15. Ce théoreme est faux si f n'est pas continue,
comme avec a =0 et :

x St
fo{ r+1 si

r<0
x>0
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Exemple 16. On pose :

. e 22 si x#0
fx»—){ 0 st =0

Alors f est C*°, non nulle sur R*, et dont les dérivées sont nulles en 0.

2) Prolongement des solutions d’équations différen-
tielles

On s’intéresse aux équations différentielles du premier ordre de la forme :
dz
=) = f(t, z(t *
(1) = 1(t,2(0) ()
ou f: I x € — R" est continue, avec I un intervalle de R et {2 un ouvert
de R™, et = une fonction C' de t & valeur dans €.

Définition 17. (i) Une solution de (x) est un couple (x, J), ou J C I
est un intervalle, et = est une fonction C' de J dans € qui vérifie
(%) en tout point de J.

(ii) Si J = I, on dit que la solution est globale.

(iii) (z1,J1) et (z2,J2) sont deux solutions de (%), on dit que (x2, J2)

prolonge (x1,J1) si J; C Jo et 21 = xo sur Jp.

(iv) Une solution est dite maximale si elle n’admet aucun prolongement.
Théoréme 18. On suppose que I =]a,b[ et que Q@ =R"™. Soit (x,J) une
solution mazimale de (), ou J =T, T*|, alors :

(i) SiT* <b, alors tl_i}rjr}* |z(t)| = 400

(i) Si Ty > a, alors lim |z(t)| = +oo
ST,
Corollaire 19 (Critére de prolongement). Soit (z,J) une solution de (x),
ot J =|a, f] et a < a < B < b. Supposons qu’il existe 6 >0 et A > 0 tels

que |x(t)| < A pour tout t € [B — 4, B[ (resp. |a, e+ 8]). Alors x peut étre
prolongée au-dela de B (resp. ) en une solution de (x).

Corollaire 20. Soit f :]a,b[xR™ — R™ continue et bornée, alors toute
solution du probléme (x) est globale.

Exemple 21. Sur R x R, le probléeme

gy - E@)?
O T

admet pour tout xg € R une solution unique définie sur R.

et z(0) = xo

IIT Prolongement des fonctions analytiques

1) Comportement des séries entiéres sur le bord du
disque de convergence

Théoréme 22 (Abel angulaire). Soit > a,2™ une série entiére de rayon
de convergence 1 telle que Y a, converge. On note f sa somme et :

Ag:{ze(C’l—z:pei“’,p>0, |ap|<9} pour 0<9<g
Alors :
lim f(z) =3 an

zEAg n>=0

Application 23. > (2;2: =arctan(l) = § et ) (712:71 =In(2)
n=0 n=1

Théoréme 24 (Taubérien faible). Soit f la somme d’une série entiére
> anz™ de rayon de convergence 1. On suppose que lim f(z) = ¢ existe,
rz—1-

et a, =o ( L ) Alors > an converge et £ = ay.

n
n=0

2) Principe du prolongement analytique

Théoréme 25 (Zéros isolés). Soit f une fonction analytique sur un ou-
vert connexe U non identiquement nulle. Alors les zéros de f sont isolés.

Corollaire 26 (Prolongement analytique). Soit U un ouvert connexe. Si
deuz fonctions analytiques coincident sur un sous-ensemble D C U ayant
un point d’accumulation dans U, alors elles sont égales sur U.

Exemple 27. (i) cos?z +sin?z =1

(ii) Il existe une unique fonction f holomorphe sur C telle que, pour
tout n € N*, f (l) = %, qui est lidentité.

n

Proposition 28. Soit P = {z € C|Re(z) > 0}. On définit sur P la fonc-
tion holomorphe :

—+oo
I(z) = / e tt*ldt
0

Proposition 29. T' se prolonge en une fonction méromorphe sur C.
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Développements

— Théoremes d’Abel angulaire et taubérien faible (22,24) | ]
— Fonction Gamma (28,29) | ]
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Cadre : Soit K =R ou C. Soit F un K-espace vectoriel.

I Généralités
1) Espaces vectoriels normés

Définition 1. On appelle norme sur E toute application ||.|| : £ — RT
telle que, pour tous x,y € Fet A € K :

@) [zl =0 2z=0
(i) [[Az]l = ALl
(i) flz +yll < [lzll + [yl

On note (E,|.||) V'espace E muni d’une norme ||.||, on parle d’espace
vectoriel normé.

On fixe par la suite une norme |.|| sur E.

Exemple 2. Pour x = (x1,...,2,) € R™, on a les normes classiques :

n
lzll, =D lwl et zlly =
=1

n
sz et ||lz|| . = max |z,
> 52 et ol = s

Remarque 3. L’application d : (z,y) — ||z — y|| est une distance sur E.

Définition 4. Deux normes ||.||, et ||.|| 5 sont équivalentes lorsque :
da,b6>0, VeeE, allz], <zl <bll,

Exemple 5. Sur R, les normes ||.||;, ||l.|l5 et ||.||,, sont équivalentes.

Exemple 6. Sur E =C([0,1],R), ces normes ne sont pas équivalentes :

Moo : f = sup [£(2)]

1
e g [ 1r@la e
0 te[0,1]
Proposition 7. Si V est un sous-espace vectoriel de (E,|.||), alors V
est aussi un sous-espace vectoriel de E. En particulier, un hyperplan de
FE est fermé ou dense.

2) Applications linéaires continues

On fixe (E, ||.||g) et (F,||.]| ) deux espaces vectoriels normés.

Théoréme 8. Soit f: E — F linéaire. Sont équivalents :

(i) [ continue sur E.
(v) 3M > 0,Vz € E, |[f(2)llp < M [|lz] g

1 continue en 0.
(ii) 1 (vi) f lipschitzienne.

141 bornée sur B(0,1).
(i) f (0.1) (vii) f uniformément continue sur E.

(iv) f bornée sur Sph(0,1).

Définition 9. L’ensemble des applications linéaires continues £ — F,
noté L(FE, F), est naturellement muni d’une norme par :

A= sw [f@le= sw [f@)lr

|l p= =l g <1

Remarque 10. La norme |||f]|| de f est son rapport de Lipschitz.

Définition 11. Si F' =K, alors L(F,K) est noté E’. Il s’agit d’un sous-
espace de E*, qu’on appelle dual topologique de FE.

Proposition 12. Pour f € E*, on a f € E’ si, et seulement si, Ker f
est un hyperplan fermé de E.

Exemple 13. Dans Uespace (C([0,1]),].|ly), Uapplication f — f(0) et
une forme linéaire discontinue.

Théoréme 14 (Hahn-Banach analytique). Soit p: E — R telle que :
Vo € E, VA >0, p(Az) = \p(z) et Va,y € E, p(x+y) < plx)+p(y)

Soit G un sous-espace vectoriel de E et g € G* tels que g < p sur G.
Alors il existe f € E* prolongeant g et telle que f < p sur E.

Corollaire 15. Soient G est un sou-espace vectoriel de E et g € G', alors
il existe f € E' prolongeant g et telle que ||| f]|| = |||g]]l-

Corollaire 16. Pour tout x € E, on a ||z|| = SUP 50Ty |f(z)].
E/ )

Proposition 17. Soient E, F et G des espaces vectoriels normés, et
soient f € L(E,F) et f € LAF,G). Alors go f € LAE,G) et on a
g o fIIT< gl A
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3) Cas de la dimension finie
Ici, on suppose E de dimension finie n € N.
Théoréme 18. Toutes les normes sur E sont équivalentes

Corollaire 19. Si F' est un espace vectoriel, toute application linéaire
E — F est continue.

Corollaire 20. Tout sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace
vectoriel est fermé.

Corollaire 21 (Heine-Borel). Les parties compactes de E sont exacte-
ment les parties fermées bornées.

Contre-exemple 22. Dans E = (C°([0,1],R), |.||,), la boule unité fermé
est fermée et bornée, mais n’est pas compacte.

Remarque 23. Tous ces corollaires sont faux en dimension infinie.

Théoréme 24 (Riesz). Un K-espace vectoriel normé est de dimension
finie si, et seulement si, sa boule unité fermé est compacte si, et seulement
st, il est localement compact.

II Cas des espaces de Banach
1) Généralités
Définition 25. On dit que (E, ||.||) est espace de Banach s’il est complet.

Théoréme 26. (E,||.||) est un espace de Banach si, et seulement si, toute
série absolument convergente de E est convergente.

Proposition 27. Si F' est un Banach, alors L(E, F) est un Banach.

Théoréme 28. Tout espace vectoriel normé de dimension finie est un
espace de Banach.

Exemple 29. Pour tout 1 < p < 400, L (1) est un espace de Banach.

Proposition 30. L’espace C*([0,1],R), si on le munit de la norme
7l = Ef:o “f(i)’|oo, est un espace de Banach, contrairement a si on

le munit de la norme ||.| ..

2) Théoréme de Baire et applications

Théoréme 31 (Baire). Soit E un espace métrique complet. Toute réunion
dénombrable de fermés d’intérieurs vides de E est d’intérieur vide.

Corollaire 32. Soit E un espace métrique complet. Toute intersection
dénombrable d’ouverts denses est dense.

Application 33. Un espace de Banach est de dimension finie ou non
dénombrable. Par exemple R[X] n’est complet pour aucune norme.

Théoréme 34 (Banach-Steinhaus). Soit E un espace de Banach et F
un espace vectoriel normé. Soit (u;);c; une famille d’opérateurs continus
de E dans F. On suppose que, pour tout & € E, sup;c; ||ui(x)] < +o0.
Alors sup;ep |Jui]] < +oc.

Application 35. Il existe des fonctions continues et 2mw-périodique qui
différent de leur série de Fourier.

Théoréme 36 (Application ouverte). Une application linéaire continue
surjective entre espaces de Banach est ouverte.

Corollaire 37. Une application linéaire continue bijective entre espaces
de Banach est d’inverse continue

Théoréme 38 (Graphe fermé). Une application linéaire T : E — F
entre deux espaces de Banach est continue si, et seulement si, son graphe
{(z,T(z)) |z € E} est fermé pour la norme produit.

IIT Cas des espaces de Hilbert

Définition 39. Un espace vectoriel est dit préhilbertien s’il est muni d’un
produit scalaire. S’il est complet pour la norme issue du produit scalaire,
on dit que c¢’est un espace de Hilbert (ou hilbertien).

Exemple 40. (L2, |.|,) est un espace de Hilbert.

Proposition 41. Un espace vectoriel normé E est un espace préhilbertien
si, et seulement si, ||.|| vérifie identité du parallélogramme, c’est-a-dire :

2 2 2 2
Va,y € B llo+ gl + llz — yl* =2 (I + Iyl*)

Proposition 42 (Cauchy-Schwarz). Si H est préhilbertien, alors :

Va,y € H, [(z,y)| < =] [lyl
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Définition 43. Pour une partie A de H, son orthogonal est défini par
At ={x € H|Va€ A, (zx,a) =0}.

Proposition 44. Si A C H, At est un sous-espace vectoriel fermé.

Théoréme 45. Soit K C E un convexe fermé non vide. Pour tout f € H,
il existe un unique élément de K, noté Pk (f), et appelé projection de f
sur K, tel que :

P, — = inf —
I1Pi(f) ~ £l = ink o~ 1]
De plus, Pk (f) est caractérisée par :

Vv e K, (f — Pr(f),v— Pr(f)) <0

Corollaire 46. Soient M un sous-espace vectoriel fermé de H et f € H.
Alors Py (f) est caractérisé par :

Py(f)eM et Voe M, (f — Py(f),v) =0
De plus, Py est un opérateur linéaire.

Théoréme 47 (Riesz-Fréchet). Soit ¢ € H'. Alors il existe un unique
f € H tel que :
Vv e H, (p,v) = (f,v)

Application 48. Soit F' un sous-espace vectoriel fermé d’un Hilbert H,
alors Fo F+=H

Application 49. Soit u € L(H), il existe un unique v* € L(H) tel que :
“l

Va,y € H, (u(z),y) = (z,u"(y)) avec |ull = [lu

Proposition 50. Un sous-espace vectoriel F' de H est dense si, et seule-
ment si, F+ = {0}.

Développements

— Théoreme de Riesz-Fischer (29) | ]
— Projection sur un convexe fermé et théoréme de Riesz (45,46,47)

[Bres7]
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I Approximation des fonctions régulieres

1) Approximation locale de fonctions réguliéres

Théoréme 1 (Taylor-Young). Soient n € N et f dérivable n fois en a.

Alors :

n

Veel, f(x Z f(k (a) +

k=0

o((z—a)")

Théoréme 2 (Taylor-Lagrange). Soient n € N et f de classe C™ de [a, b]
dans R, et dérivable n+ 1 fois sur |a,b[. Alors :

n —ak
Jeel, f(b)zz(bT)

k=0

(b—a)"*

o= A

FP(a) +

Théoréme 3 (Taylor avec reste intégral). Soient n € N et f de classe

C™t1 de [a,b] dans R. Alors :

n b
(b—a)t O—0)" (n
b)=> Tf(k)(a) + Tf( D(t)dt
k=0 @
Théoréme 4 (Bernstein). Soit a > 0 et f :] — a,a[— R une fonction de
classe C* telle que, pour tout entier k, f*) > 0 sur ] — a,al. Alors f

admet un développement en série entiére sur | — a,al.

2) Densité dans ’espace des fonctions continues

Théoréme 5 (Weierstrass). L’ensemble des polynémes sur [a,b] est dense
dans (C°([a, b, R), [|.l|)-

Remarque 6. On a aussi le théoréeme de Stone-Weierstrass : L’en-
semble des polynomes trigonométriques sur |a,b] est dense dans

(C°([a, 1, R), |-l oo)-

Application 7. Soit f € C%([a,b),
n € N. Alors f =0 sur [a,b].

K) vérifiant f; t" f(t)dt = 0 pour tout

Remarque 8. Ce résultat n’est plus vrai si lintervalle n’est pas borné.
Si f: R — R est limite uniforme de polynomes alors f est un polynome.

IT Approximation des fonctions intégrables

1) Convolution, densité et régularisation

Déﬁnition 9. On appelle convolution de f et g la fonction f x g définie
par [ g(x fRd — y) dy lorsque celle-ci est bien définie.

Proposition 10.
(it) feLP, ge L= |f*gl, <

(i) feLl, ge L = ||f+gl,
1£11, llgllg-

< 71 lgll,-

Proposition 11. (L', +, %) est une algébre de Banach.

Définition 12. Une suite (p,)nen de fonctions positives de L' d’inté-
grale 1 sur R? est une approximation de I'unité si elles sont d’intégrale 1
sur RY, et si, pour tout € > 0, lim,,_,o0 f{\w\>€}] pn = 0. Si les p, sont C*®
a support compact, on parle de suite régularisante.

Théoréme 13. Soient f € LP(R?) et (p,)n une approvimation de ’iden-
tité (p € [1,+00]), alors Brf (pn * f) = f dans LP(R?).

Théoréme 14. Pour tout p € [1,+oc[, C°(R?) est dense dans LP(R?).

2) Cas particulier de L?

Soit I un intervalle de R.

Définition 15. Soit p : I — R une fonction mesurable et strictement
positive, vérifiant Vn € N, [, |z]"p(x)dz < +oc. On dit alors que p est
une fonction poids.

Définition 16. On définit L?(I,p) comme lensemble des fonctions
[+ I — C mesurables vérifiant [, |f(2)|?p(z) dz < +oc.

Proposition 17 L2(I p) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

= [y f( (x)dz.

Théoréme 18. Soient I un intervalle de R et p une fonction poids. S’il
existe a > 0 tel que f] el p(x)dx < oo, alors les polynémes orthogonaux
associés a p forment une base hilbertienne de L?(I, p).

‘suorjedrjdde
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IIT Interpolation polynémiale

1) Interpolation de Lagrange

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On se donne (z;)o<i<n des
points deux a deux distincts de [a, b].

Théoréme 19. Il existe un unique polynome P, € R, [X] tel que
P, (z;) = f(z;) pour tout i € [0,n]. P, est appelé polynéme interpola-
teur de Lagrange associé d f et d (x;)ogi<n. On a :

C N Feh(X) o 6(x) = [
=0

i 0T
Théoréme 20. Supposons que [ est (n+ 1) fois dérivable. Alors, pour

tout © € [a,b], il existe {; € [a,b] tel que :
1 n
) = Pale) = Grgtlesa @006 o M) = [[ X
=
On a ainsi : ||f — P, < % Hﬂ”"‘””

Exemple 21. La précision des polynémes interpolateurs provient alors
du controle de |[IL,41]|,, c¢’est-d-dire de la répartition des points. Dans le

cas de points équidistants, on a :
b —a n+1
o (")
e

Application 22 (Phénomeéne de Runge). Soit f : z — H% sur [—1,1].
C’est une fonction de classe C*° mais dont les dérivées augmentent rapi-
dement en morme infinie vers 0. Pour des points équidistants, on a :

Mt lloe
(n+1)!

n+1

h
_P|<
f Pn\\n+1012<x

Fo @) et Ml =

n+1) H

s, o

On observe alors que les polyndémes d’interpolation ne converge pas uni-
formément vers f.

Définition 23. On définit par récurrence la suite (T}, )nen de polynomes
par Tp = 1, Ty = X et T41 = 2XT, — T,,—1. On vérifie alors que
T, (cos(#)) = cos(nf) pour tout 6 € R.

Proposition 24. Les racines de T,4+1 sont les (cos (22%1%))0@.@” et
sont appelés points d’interpolation de Tchebychev.

Avec les points d’interpolation de Tchebychev, on a :

o))

On obtient alors que les polynomes d’interpolation de Tchebychev sont
plus précis que ceux associés d des points équidistants.

Exemple 25.

M1l =

Application 26. Le phénoméne de Runge n’est plus observé avec les
polynomes d’interpolation de Tchebychev.

2) Application aux méthodes de quadrature

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On cherche des formules pour

approcher I(f) = f; f(z)dz. Fixons ¢ = zg < 1 < ---
subdivision de [a, b]. On pose h; = ;11 — ;.

< x, = b une

Définition 27. Une méthode de quadrature consiste, pour 0 < i < n a

approcher I; = f““ f(z)dz par A;(f) défini par :

Ai(f) = h Zwi,jf(éi,j)
)

On note alors E(f) = I(f) — Z;:Ol A;(f) Verreur de la méthode.

Définition 28. Une méthode de quadrature est d’ordre N si E(f) =0
pour tout f € Ry [X] et s'il existe f € Ry ;[X] telle qu'elle soit inexacte.

ot (i j € [avi,aiq1] et

Application 29. En fizant ((;)o<j<n associé & une subdivision de
[€i, xiv1], on peut prendre pour fonction de poids w; =

ot {;

Lf 0.

}L [I.L, 7,+1] 77

Hk# 3 C . Ce sont les méthodes par interpolation de Lagrange.

(i) Méthode des rectangles : I(f) ~ Z?;OI hif(z;) ot z; = x; ou xiq1.
Méthode d’ordre 0.

(ii) Méthode des points milieuz : I(f) ~ S hif(2) od 2 = Zittist
Méthode d’ordre 1 et E(f) < 3| f"|lo si f est C2.

(iti) Méthode des trapézes : I(f) ~ S h m Méthode
d’ordre 1 et E(f) < 2| f"|lo si f est C2

I(f) ~ Y L) A )
(Hf(4 H ) si f est C4

(iv) Méthode de Simpson :
Méthode d’ordre 3 et E(f

‘suorjedrjdde
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IV Approximation de fonctions périodiques

On pose T = R/277Z, et on considére des fonction 27-périodiques que 1'on
identifie a des fonctions f : T — C.

1) Définition des séries de Fourier

Définition 30. On pose CM(T) 'espace vectoriel des fonctions f: T —
R continues par morceaux, et C(T) le sous-espace vectoriel formé des
fonctions continues. On considére LP(T) comme identifié avec LP([0, 27]).

Définition 31. Les coefficients exponentiels de Fourier de f € L(T)

sont :
1

2T
7 —int 7,
o7 ), f@®e ™ dt (neZ)

en(f) =

Les coefficients trigonométriques de Fourier de f € L*(T) sont :

1 /" )
;/0 f(t)sin(nt) dt

Définition 32. Soit f € L'(T). On appelle série de Fourier de f la série :

Z Cn(f) int _ +Z an

n=—oo n=1

enh) = [ streostatydr . b,(7) = (neN)

S(f) = ) cos(nt) + by (f) sin(nt))

Pour N € N, on appelle somme de Fourier d’ordre N :

+Zan

Proposition 33. Soient f € L'(T), a € R et k,n € Z. Alors :
(i) ea(f) = c-a(f) (0i f(x) = f(-2))
(”) Cn (7) = Cfn(f)

(iii) cn(Taf) = e en(f) (08 (1af)(z) =
(i) cn(enf) = cn—k(flen (0t ex(t) =t*")

Proposition 34. Soit f € C(T) de classe C* par morceauz. Alors
/'€ CM(T) et, pour tout n € Z, on a cy(f") = incy(f).

Théoréme 35 (Riemann-Lebesgue). Soit f € LY(T). Alors c,(f) tend
vers 0 lorsque n tend vers foo.

N

Z cn(f)e =

n=—N

Sn(f) = cos(nt) + by, (f) sin(nt))

flx—a))

2) Convergence de Fejér

Théoréme 36 (Fejér). Pour f € C(T), la moyenne de Cesaro des
sommes partielles de la série de Fourier de f converge uniformément
vers f sur T.

Corollaire 37. Tout élément de C(T) est limite uniforme d’une suite de
polyndémes trigonométriques.

Corollaire 38. Soit f € C(T). Si (¢u(f))nez =0, alors f = 0.

3) Convergence dans L?

Proposition 39. Pour f € L?*(T), la somme Sx(f) est la projection
orthogonale de f sur l’ensemble des polynomes trigonométriques de degré
inférieur ou égal a N.

Théoréme 40 (Bessel). Pour f € L?(T) et N €N, on a :

N

2 _ 2 L[ e g2
|M@M*Z¢MN\%A\NNPWW

n=—N
Théoréme 41 (Parseval). Pour f € L*(T), Y07 |ea(f)I? = ||l
Corollaire 42. Pour f € L*(T), Sn(f) converge vers f dans L*(T).

Développements

— Théoreme de Weierstrass (5) | ]

— Densité des polyndémes orthogonaux (18) [ ]
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LET

Cadre : Soit H un K-espace vectoriel, avec K = R ou C.

I Espaces de Hilbert

1) Produit scalaire, espace pré-hilbertien

Définition 1. (.,.) : H x H — K est un produit scalaire si :

(i) Pour tout y € H, x — (x,y) est linéaire.

(ii) Pour tous z,y € H, (z,y) = (y, ).

(iii) Pour tout z € H, (x,z) € RT.

(iv) Pour tout x € H, (z,2) =0 < z =0.
L’espace H muni d’'un produit scalaire est appelé espace pré-hilbertien.
On fixe pour la suite un produit scalaire (.,.) sur H.
Remarque 2. Pourz,y € H, (x+y,z +y) = {x,2)+(y,y) +2Re (x,y).
Exemple 3. Soit H = C?. Le produit scalaire canonique est défini pour
x=(x1,-..,24),y = (Y1,-.-,Y4) € H par {x,y) = Z?zlxiﬁ.
Proposition 4 (Cauchy-Schwarz). Si H est pré-hilbertien, alors :

Yo,y € H, [yl < (@2) (9,0)

Avec égalité si, et seulement si, x et y sont colinéaires.
Corollaire 5. La relation ||z|| = \/(z,z) définit une norme sur H
Exemple 6. Dans C%, on retrouve la norme usuelle.
Proposition 7. Un espace vectoriel normé H est un espace pré-hilbertien
si, et seulement si, ||.|| vérifie Videntité du parallélogramme, c’est-a-dire :

2 2 2 2
Vay e H, llo+yll” +lle = yll* =2 (21 + Ivl)

Définition 8. On dit que deux éléments x et y de H sont ortho-
gonaux si (z,y) = 0. Pour A C H, on définit son orthogonal par
At ={re H|Vae A, (z,a) =0}. C’est un sous-espace vectoriel fermé
de H.

Théoréme 9 (Pythagore). Si x,y € H sont orthogonauz, alors
2 2 2
=+ gl = llz” + llylI”

Définition 10. On dit que H est un espace de Hilbert s’il est complet
pour la norme induite par son produit scalaire.

Exemple 11. Tout espace pré-hilbertien de dimension finie est de Hilbert.

2) Théoréme de projection sur un convexe fermé

On fixe H un espace de Hilbert et K un convexe fermé non vide de H.

Théoréme 12. Pour tout f € H, il existe un unique élément de K, noté
P (f), et appelé projection de f sur K, tel que :

1P (f) = fIl = inf [lv—f]
De plus, Pr(f) est caractérisée par :

Yo € K, Re((f — Px(f),v — Px(f))) <0
Remarque 13. L’application x — Pk (z) est 1-lipschitzienne.

Corollaire 14. Soient M un sous-espace vectoriel fermé de H et f € H.
Alors Py(f) est caractérisé par :

Pyu(f)eM et VveM, Re((f—Pu(f),v)=0
De plus, Py est un opérateur linéaire.

Corollaire 15. Soit F' un sous-espace vectoriel de H.
(i) Si F est fermé, alors F & F+ = H.
(ii) F est dense si, et seulement si, F+ = {0}.

3) Dualité
Théoréme 16 (Riesz-Fréchet). Soit ¢ € H'. Alors :
AfeH YveH, (p,v) =(f,v)
Application 17. Soit T € L(H), il existe un unique T* € L(H) tel que :
Va,y e H, (Tw,y) = (z,T"y) avec ||T| = |T7]|
On appelle T* Dopérateur adjoint de T'.
Proposition 18. Pour T,S € L(H), on a T** =T, (T'S)* = S*T*.

Exemple 19. En dimension finie, les notions d’opérateurs adjoints sont
traduites par les notions de matrices transposées ou transconjuguées.

Théoréme 20 (Lax-Milgram). Soient H un espace de Hilbert, a une
forme bilinéaire continue et coercive sur H, et £ € H'. Alors il existe un
unique u € H tel que, pour tout v € H, a(u,v) = £(v). Si de plus a est
symétrique, u réalise le minimum sur H de v — %a(v,v) —L(v).

Théoréme 21 (Hahn-Banach). Soit F' un sous-espace vectoriel strict de
H. Tout f € F' admet un prolongement continu sur H de méme norme.
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IT Bases hilbertiennes

1) Définitions et premiéres propriétés

Définition 22. Une famille d’un espace pré-hilbertien sera dite orthogo-
nale si ses éléments sont deux a deux orthogonaux, et orthonormales si
ses éléments sont de plus de norme 1.

Proposition 23. Toute famille orthonormale est libre

Définition 24. Une famille orthonormale est appelée base hilbertienne
si 'espace vectoriel qu’elle engendre est dense.

Proposition 25 (Gram-Schmidt). Soit N € N*U{co} et (fn)i<n<n une
famille libre de H. Il existe une famille orthonormale (en)1<n<n de H
telle que, pour tout n < N, Vect(ey,...,e,) = Vect(f1,..., fn)-

Exemple 26. Les suites 1,, sont une base hilbertienne de ¢*>(N), mais pas
une base algébrique. Les applications e,, : t — €™ pour n € Z forment
une base hilbertienne de L*(T).

Théoréme 27. Tout espace de Hilbert admet une base hilbertienne.

Proposition 28. Soit (e;)jcs une famille orthonormale finie de H, et
soit F' ’espace vectoriel engendré par cette famille. La projection ortho-
gonale Pp sur I est définie pour x € H par Pp(x) =} ,c ;7 (2, €;) ;. En

; 2

conséquence ||a;||2 = ||z — Pp(x)| + ZjeJ ’(x,ej>| .
Proposition 29 (Bessel). Soit (e;);cs une famille orthonormale de H.
Alors, pour tout x € H, ona 3 ,c; [(z, ;) |2 < |=)?.
Théoréme 30. Soit (e;)jes orthonormale dans H. Sont équivalents :

(i) (e;)jes est une base hilbertienne.

" 2 2

(it) Vx € H, ||z]|" =X ;c; |(z,e;)|” (Bessel)
(i) Yo,y € H, (z,y) = > ;e 5 (2, €5) (y,e;) (Parseval)

2) Polyndémes orthogonaux
Soit I un intervalle de R.

Définition 31. Soit p : I — R une fonction mesurable et strictement
positive, vérifiant Yn € N, [ |z|"p(z) dz < +oo. On dit alors que p est
une fonction poids.

Définition 32. On définit L?(I,p) comme lensemble des fonctions
f: I — C mesurables vérifiant [} |f(2)|?p(z) dz < +oc.

Proposition 33. L2(I,p) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(f, 9>p = [y f(@)g(z)p(x) dx.

Théoréme 34. Soient I un intervalle de R et p une fonction poids. S’il
eziste a > 0 tel que f] el p(x)dx < oo, alors les polynémes orthogonaux
associés a p forment une base hilbertienne de L?(I, p).

3) Séries de Fourier

Définition 35. Soit f : R — C continue par morceaux et 27-périodique.
Les coefficients exponentiels de Fourier de f sont :

enlf) = —

27

= e ™dt (nelZ
= | 1o (ne)
En posant e, : t — e, la série de Fourier associée & f est la série
trigonométrique ), ¢, (f)e_n.

Proposition 36 (Riemann-Lebesgue). Si f est continue par morceaux et
2m-périodique, alors lim,|— o ca(f) = 0.

Théoréme 37. La famille (e,)nez est une base hilbertienne de [’espace
des fonctions 2m-périodiques de carré intégrable sur [0,2n]. On a en par-
ticulier :

S 12 =3 ent)?

nez

Proposition 38. Si f est C' par morceaux et 2m-périodique, alors la série
de Fourier de f converge simplement vers la régularisation f de f donnée

pour x € R par f(a:) — w

Remarque 39. L’hypothése C' par morceaur est nécessaire.

Théoréme 40. Si f est continue, C' par morceauz et 2w-périodique, alors
la série de Fourier de f converge normalement vers f.
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IIT Applications

1) Convergence faible

Définition 41. On dit qu’une suite (2, )neny de H converge faiblement

vers ¢ € H, noté x, H, x, lorsque :
VyeH, lm (zny)=(zy)

Remarque 42. Ceci est en réalité une caractérisation d’une définition
plus générale. La convergence forte entraine la convergence faible, mais la
réciproque est fausse.

Proposition 43. Soit (x,)nen qui converge faiblement vers x dans H.
Alors iminf,,_ 4 ||zn|| = ||z||. De plus, sont équivalents :
(i) (xn)nen converge vers x.
(i) limsup,, , o [|lznll < []].
(iii) limp o0 |all = |2
Théoreme 44. De toute suite bornée de H on peut extraire une sous-

suite qui converge faiblement.

Proposition 45. Le rayon spectral d’un opérateur autoadjoint sur H est
égal @ sa morme.

Application 46. Soient H un espace de Hilbert réel, et J : E — R
convexe continue et coercive. Alors J admet un minimum sur H.

2) Espaces de Sobolev
On considére I = |a, b[ un intervalle de R.

Définition 47. Soit f € L'(I). On dit que f admet une dérivée faible
s'il existe g € L*(I) tel que, pour tout ¢ € C°(I), on a [, f¢' = — [} gp.
On note alors g = f’, qui est unique.

Définition 48. On définit H'(I) = {f € L*(1)| f' € L*(I)}, que I'on
munit du produit scalaire défini par (f, g) ;1 = (f,9) 2 + (', 9') 2.

Théoréme 49. (H'(I),(.,.) ;1) est un espace de Hilbert.

Définition 50. On définit H}(I) comme l'adhérence de C°(I) dans
HY(I). H}(I) est un espace de Hilbert lorsqu’il est munit du produit
scalaire (.,.) ;1.

Application 51. Grace d une formulation faible d’un probléme différen-
tiel et au théoréeme de Lax-Milgram, on peut démontrer I’existence d’une
solution faible d ce probléme.

Application 52 (Dirichlet). Pour f € L?, on considére le probléme :

{ v +u=f sur]0,1]

u(0) =u(l) =0

Il existe une unique solution faible u € H}([0,1]) a ce probléme.

Développements

— Projection sur un convexe fermé et théoreme de Riesz (12,14,16)
[Bres?7]

— Densité des polynémes orthogonaux (34) [ ]
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I Théoréme d’inversion locale

1) Enoncé et premiéres variantes

Définition 1. Soient U un ouvert de RP et V' un ouvert de RY, pour
p,q € N*. Une application f : U — V est un difféfomorphisme de classe
CF si elle est bijective de réciproque C*.

Exemple 2. Tout intervalle ouvert de R est difféeomorphe a R.

Théoréme 3 (Théoréme d’inversion locale). Soient U un ouvert de R™,
a€Uetf:U—R" de classe C*. On suppose que la matrice jacobienne
Df(a) est inversible. Il existe alors un ouvert V.C U contenant a tels que
flv soit un difféomorphisme de classe C* de V sur f(V).

Exemple 4. L’application f : R? — R? définie par f(z,y) = (2% —
y?, 2xy) est un difféomorphisme de classe C* au voisinage de tout point
de R?\ {0}.

Remarque 5. L’équation f(x) = y admet une unique solution dans V
donnée par x = f~(y), mais pas en dehors de V.

Définition 6. Un difféomorphisme local est une application de classe
C* d’un ouvert U de R™ dans R” dont la différentielle en tout point est
inversible.

Remarque 7. Dans le théoréme d’inversion locale, on dit alors que f est
un C*-difféomorphisme local en a.

Exemple 8. L’application (r,0) — (rcosf,rsinf) est un difféomor-
phisme local de |0, +00[xR sur R?\ {0}.

Théoréme 9 (Théoréme d’inversion globale). Soient U un ouvert de R™
et f:U — R™ de classe C*. On suppose que f est injective sur U et que,
pour tout x € U, la matrice jacobienne D f(x) est inversible. Alors f(U)
est un ouvert de R™, et f est un C*-difféomorphisme de U sur f(U).

Contre-exemple 10. L’application f : R? — R? définie par f(z,y) =
(22 — 42, 2xy) est un difféomorphisme local au voisinage de tout point de
R2\ {(0,0)}, mais n’est pas un difféomorphisme global.

2) Applications
Changement de coordonnées

Définition 11. On appelle changement de coordonnées sur V' C R™ la
donnée de n fonctions f1,..., fn : V — R telles que f = (f1,..., fn) soit
un difféomorphisme C! de V sur f(V).

Théoréme 12. Soient fi,..., f, des fonctions de classe C' au voisi-
nage de a € R™. Les relations u; = fi(x1,...,z,) pour tout i € [1,n]
définissent un changement de coordonnées sur un voisinage de a si, et
seulement si, le déterminant jacobien est non nul.

Racine k-iéme d’une matrice

Application 13. Soient k € N* et A € M,,(R). Si A est suffisamment
proche de I, alors il existe B € M, (R) telle que B* = A.

Lemme de Morse

Lemme 14. Soit Ag € GL,(R)NS,(R). Alors il existe un voisinage V de
Ag dans S,(R) et p: V,GL,(R) de classe C! telle que pour tout A € V,
on a "p(A)Aop(A).

Théoréme 15 (Lemme de Morse). Soit f : U — R une fonction de classe
C3 définie sur un ouvert U de R™ contenant 0. On suppose que df (0) = 0
et que d2f(0) est non dégénérée et de signature (p,n — p). Alors il existe
un C'-difféomorphisme ¢ entre deux voisinages de lorigine dans R™ tel
que p(0) =0 et f(z) = f(0) = 20y wilx)? = Y11 i(2)? au voisinage
de 0.

II Théoreme des fonctions implicites

1) Enoncé du théoréme

Théoréme 16 (Théoréeme des fonctions implicites). Soient U un ouvert
de R" x RP, (a,b) un point de U, et f: U — RP une application de classe
C'. On suppose que f(a,b) = 0 et que la matrice jacobienne D, f(a,b),
formée des dérivées partielles par rapport & vy, est inversible. Alors I’équa-
tion f(x,y) = 0 peut étre résolue localement par rapport auz variables y :
il existe un voisinage owvert V de a dans R™, un voisinage ouvert W de b
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dans RP, avec V. x W C U, et une application ¢ : V — W, de classe C*,
unique, telle que :

(xeV,yeWetf(z,y) =0) < (z € Vety = p(x))
Exemple 17. L’égquation z2+y>—1 = 0 définit deux fonctions implicites :

]—0070[

10, +00[ wa: | ]1-1,1] —
et
—V1 -z

©1 ]—171[ —
1— 22 x —

T —

2) Différentielle de la fonction implicite

Développement limité

f:] RZ — R

(x,y) +—— siny+ zy? + 22
des fonctions implicites, il exviste V et W des voisinages ouverts de 0
dans R et ¢ : V. — W de classe C* telle que p(x) = y. Cette appli-
cation @ admet un développement limité a l’ordre 6 au voisinage de 0 :

p(z) = —2% — & + O(a).

Exemple 18. Soit . Par le théoréme

Expression générale

Remarque 19. Le théoréme des fonctions implicites assure l’existence
de Dp(z) sur V.

Proposition 20. On a Dy(z) = —(Dy f(z,¢(x))) "' o D, f(x, p(z)).

Exemple 21. En reprenant ’équation % + y> — 1 = 0, on obtient
2x + 2yy’ = 0 en dérivant par rapport & x. y étant pris sur un ouvert
xr

de sorte que y # 0, on peut finalement écrire que ©'(x) =y’ = —2.

3) Application

Proposition 22. Soient Py € R, [X] et xo une racine simple de Py. Alors
il existe une application ¢ de classe C*° définie sur un voisinage U de P,
dans R,,[X] d valeurs dans un voisinage V' de xo dans R telle que :

VPeU Vz eV, z=p(P)s Plx)=0

Définition 23. On dit que la racine zy dépend localement du polynéme
Py de maniere C*°.

III Applications aux sous-variétés

1) Sous-variétés

Définition 24. Une partie M de R™ est une sous-variété de R™ de classe
C* et de dimension d si, pour tout a € M, il existe un voisinage U de a
dans R™ et ¢ : U — R™ un difféomorphisme sur son image tel que :

$(UNM) = o(U)N (R x {0})
On dit que (U, ¢) est une carte locale en a.

Théoréme 25. Soit M une partie de R™. Les deux assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) M est une sous-variété de classe C* et de dimension d.

(i) Pour tout a € M, il existe un voisinage U de a dans R™ et des
applications gi,...,Ggn—aq: U — R de classe C* telles que :

(a) Les formes linéaires dyg1,...,dsGn—a sont linéairement indé-

pendantes pour tout x € U.
(b)) UNM ={zxeU|Vie[l,n—d], gi(x) =0}

2) Espaces tangents

Définition 26. Soit M une sous-variété de R™. Un vecteur v € R"
est dit tangent a M en a € M s’il existe une application différentiable
v:]—¢,e[—= R™ ot e > 0, telle que :

(1) Vi 6] _575[7 ’V(t) eM

(i) 7(0) =, 7'(0) =
On note T, M l’ensemble des vecteurs tangents a M en a, appelé espace
tangent a M en a.

Théoréme 27. L’ensemble T,M est un sous-espace vectoriel de R™ de
dimension d.

Lemme 28. Soit {1,...,Ly des formes linéaires sur R™ qui sont linéaire-
ment indépendantes. Alors dim ﬂ?_ld Kerl; =n —d.

Proposition 29. Soit M une sous-variété de dimension d de R™. Soient
a € M et U un voisinage de a dans R™. Soient g1,...,gn—q: U — R des
fonctions de classe C* telles que :
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(i) Les formes linéaires d,g1,...,dzGn—a sont linéairement indépen-
dantes pour tout x € U.

(ii) UNM ={z € U|Vie[l,n—d], ¢g;(x) =0}
Alors T,M = ﬂ?;ld Kerd,g;.

3) Extrema liés

Définition 30. Soit M une sous-variété de R™. On dit qu'une fonction
f:R" - R a un extremum lié (ou relatif) en a € M il existe un
voisinage U de a dans R™ tel que f(a) est un extremum de f sur M NU.

Théoréme 31 (Extrema liés). Soit U un ouvert de R™. Soient g1, ..., gk
des fonctions de classe C' de U dans R telles que les formes linéaires
degi, ..., degr sont linéairement indépendantes pour tout x € U. Posons :

M ={z e U|¥ie[1,k], gi(x) = 0}
Alors, si f a un extremum lié en a € M, il existe \1,..., A\ € R tels que :
k
dof = A dagi
i=1

Ces réels A1, ..., \x sont appelés multiplicateurs de Lagrange.

Développements

— Lemme de Morse (14,15) [ ]
— Extrema liés (28,29,31) | ]
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Annexes

FIGURE 1 — Théoréme d’inversion locale

R™

FIGURE 2 — Théoréme des fonctions implicites
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FIGURE 3 — Sous-variété

FIGURE 4 — Vecteur tangent a V en a
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Cadre : FE et F sont deux R-espaces vectoriels normés de dimensions
finies. U est un ouvert de F.

I Définitions et premieres propriétés

1) Différentielle

Définition 1. Une application f : U — F est dite différentiable au point
a € U ¢'il existe une application linéaire L € L(E, F) telle que :

fla+h) = f(a) = L(h) + o(|[h]])
Proposition 2. Si f est différentiable au point a € U, L est unique.
Remarque 3. On notera L = D f(a) la différentielle de [ au point a.
Exemple 4. Si E=F =R, alors Df(a) est la multiplication par f'(a).
Proposition 5. Si f est différentiable en a € U, f est continue en a.

Définition 6. Une application f : U — F est de classe C! sur U si elle
est différentiable en tout point de U et si application Df : z — D f(z)
est continue de U dans L(E, F).

(i) Si f est linéaire, alors Df(a) = f.

(ii) Si f est constante, alors D f est nulle sur E.

Exemple 7.

(iii) Si f est quadratique, on écrit f(x) = B(x,x) ot B est une forme
bilinéaire symétrique sur R™, et on a Df(a)-h =2B(a,h).

Application 8. Soient yi,...,yn les solutions du systeme différentiel
y'(t) = A(t)y(t), ou A(t) € Mu(R) est une fonction continue et soit
w(t) = det(y1(t),...,yn(t)) leur wronskien. Alors w'(t) = tr(A(t))w(t),
et si A est constante det(e!?) = et *(A),

Proposition 9. Si f et g sont différentiables en a, et si A € R, alors
f + g est différentiable avec D(f + g)(a) = Df(a) + Dg(a) et A\f est
différentiable avec D(Af)(a) = ADf(a).

Proposition 10. Si f est différentiable en a, et si g est différentiable en
f(a), alors gof est différentiable en a avec D(gof)(a) = Dg(f(a))oDf(a).

Définition 11. Soit V' un ouvert de F. Une fonction f: U — V est un
difféomorphisme de classe C! si f est bijective de classe C! sur U et si
l’application réciproque f~! est de classe C! sur V.

Application 12. Soit V un ouvert de F et f : U — V un difféomor-
phisme. Alors D(f=1)(f(z)) o Df(z) = Idgn.

Remarque 13. Si f,g: U — R sont différentiables en a € U, alors fg
est différentiable avec D(fg)(a) = Df(a)g(a) + f(a)Dg(a).

2) Accroissements finis

Théoréme 14 (Accroissements finis). Soient f : U — F et a,b € U tels
que le segment [a,b] C U. Si f est continue sur [a,b] et différentiable sur
la,b[, et sl existe M > 0 tel que, pour tout z €la,b], ||Df(z)] < M,
alors |[f(b) = f(a)|| < M{|b—al.

Corollaire 15. Soit f : U — F différentiable sur U convexe. S’il existe
M > 0 tel que, pour tout x € U, | Df(x)|| < M, alors, pour tous a,b € U,

1F(0) = f(@)] < M [|b—al.

Corollaire 16. Si U est un ouvert conneze, et si D f(x) =0 sur U, alors
f est constante sur U.

Application 17. Soit (fi)r un suite d’applications définies de U dans F
et différentiables sur U. On suppose de plus :

(i) (fi)r converge simplement sur U vers f:U — F.

(ii) (D(fx))r converge uniformément sur U.
Alors f est différentiable sur U et Df = limg_ 400 D(fk).

Exemple 18. Si E = F = M, (K), exp: M — Y ;7 J\,f—,k est CL.

3) Dérivées partielles

Définition 19. Soient f : U — F une application, a € U et v € E. Si
la fonction & variable réelle ¢ — f(a + tv) est dérivable en 0, f est dite
dérivable en a selon le vecteur v. On note alors :

t —

Duf(@) — 1y Lot ) = )

t—0 t

t£0
Proposition 20. Si f : U — F est différentiable en a € U alors f admet
une dérivée selon tout vecteur v et on a D, f(a) = Df(a)-v.
Exemple 21. La fonction f : R?> — R définie par f(z,y) = y; siz#0
et f(0,y) = y admet des dérivées directionnelles selon tous les vecteurs
en (0,0), mais n'est pas continue.
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Définition 22. Soient U un ouvert de R et f : U — F. Soient a € U et

(e1,...,en) la base de R™. Si, pour ¢ € [1,n], f est dérivable en a selon
e;, on dit que f admet une dérivée partielle en a d’indice 4, et on note :
of
—_— =D,
S-() = Do fe)

Théoréme 23. Soient U un ouvert de R™ et f : U — F, alors [ est

de classe C' sur U si, et seulement si, f admet des dérivées partielles

continues sur U.

Inv:| GL,(R) — GL,(R)
M —  M!

D(Inv)(M)-H =—-M"YHM™ pour tout M € GL,(R) et H € M, (R).

Exemple 24. est de classe C*°, et

Définition 25. Si FF = R et si R"® est muni d’un produit scalaire, il
existe un unique vecteur V f(a) € R™, appelé gradient de f en a, tel que

Df(a)-h=V f(a)-h.
~of

Remarque 26. V f(a) = 3
T

(a)e;

i=1
Définition 27. Pour E =R", F =RP et f = (f1,..., fp), la différentielle
Df(a) est lapplication linéaire définie, dans les bases canoniques de R™

et RP, par la matrice jacobienne (gg{i
j

) . Sin = p, le jacobien, noté
1<i,j<n

J(f), est le déterminant de la matrice jacobienne.

Théoréme 28. Soient ¢ : U — R"™ un C'-difféomorphisme, V = ¢(U)
et f:V — R une fonction continue. Alors :

/ﬂwm:/ﬂmwuwwwu
1% \%

Application 29 (Intégrale de Gauss). / e dy = VT
R

II Inversion locale et fonctions implicites

1) Théoréme d’inversion locale

Théoréme 30 (Théoréme d’inversion locale). Soient U un ouvert de R™,
acUetf:U—R" de classe C*. On suppose que la matrice jacobienne
Df(a) est inversible. Il existe alors un owvert V.C U contenant a tels que
flv soit un difféomorphisme de classe C* de V sur f(V).

Application 31. Soient k € N* et A € M, (K). Si A est suffisamment
proche de I,,, alors il existe B € M,,(K) tel que A = B*.

Théoréme 32 (Théoréme d’inversion globale). Soient U un ouvert de
R™ et f: U — R" de classe C'. On suppose que f est injective sur U et
que, pour tout x € U, la matrice jacobienne D f(x) est inversible. Alors
f(U) est un ouvert de R™, et f est un C1-difféomorphisme de U sur f(U).

R? — R?
(z,y) — (2% —y? 22y
est un difféomorphisme local au voisinage de tout point de R? \ {(0,0)},
mais n’est pas un difféomorphisme global.

Contre-exemple 33. La fonction

2) Théoréme des fonctions implicites

Théoréme 34 (Théoréme des fonctions implicites). Soient U un ouvert
de R" x RP, (a,b) un point de U, et f: U — RP une application de classe
C'. On suppose que f(a,b) = 0 et que la matrice jacobienne D, f(a,b),
formée des dérivées partielles par rapport a vy, est inversible. Alors l’équa-
tion f(x,y) = 0 peut étre résolue localement par rapport auz variables y :
il existe un voisinage ouwvert V de a dans R™, un voisinage ouvert W de b
dans RP, avec V. x W C U, et une application ¢ : V — W, de classe C*,
unique, telle que :

(xeV,yeWetf(z,y) =0) < (z € Vety = ¢(x))
Exemple 35. L’équation z2+y%>—1 = 0 définit deux fonctions implicites :

P }_Ll[ —
X —

10, 400 o P20 |-1,1] —
1— a2 x — -

]—O0,0[
1— a2

IIT Différentielles d’ordres supérieurs

1) Différentielle seconde

Définition 36. Soit f : U — R différentiable en tout point de U un
S Zn) = Df(x) = (8f ﬂ) est

) b
oz, ox,,

différentiable en un point a € U, on dit que f est deux fois différentiable

ouvert de R™. Alors si z = (x4, ..
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en a, et on note D?f(a) la matrice hessienne de f en a définie par :

er .. 9
07;% Ox, 011
D*f(a) = D(Df)(a) = : - :
A Y
0x10xy, ox2

Théoréme 37 (Schwarz). Soit f : U — R™ une application supposée de
classe C% sur U, alors :

0% f
8$i61’j

()= -2

Vi, j € [1,n], = 5B
J 1

(a)

: . 2 ‘o _ ay(@®—y®) .
Exemple 38. La fonction [ : R* — R définie par f(x,y) = g S

(x,y) # (0,0) et £(0,0) =0 est de classe C* sur R? et admet des dérivées

2
aflafxz (a) et 8528];1 (a) en tout point mais distinctes d lorigine.

2) Formule de Taylor

Définition 39. On définit la différentielle d’ordre k par récurrence : si f
est k fois différentiable en a € U, sa différentielle k-iéme sera une applica-
tion k-linéaire symétrique. On note D f(a) la k-iéme différentielle, f est
dite de classe C* sur U si ses dérivées partielles sont de classe C*~! sur U.

Théoréme 40 (Reste intégral). Soit f : U — F une fonction de classe
Ck+1. Si, pour a € U, le segment [a,a + h] est contenu dans U, alors :

S o [ta=n
i) = S+ 320+ 5

DFFLf(a+4-th)(h)kHat

Lemme 41. Soit Ag € GL,(R)NS,(R). Alors il existe un voisinage V de
Ao dans S, (R) et p: V,GL,(R) de classe C! telle que pour tout A € V,
on a ‘p(A)Agp(A).

Théoréme 42 (Lemme de Morse). Soit f : U — R une fonction de classe
C? définie sur un ouvert U de R™ contenant 0. On suppose que df(0) =0
et que d?f(0) est non dégénérée et de signature (p,n — p). Alors il existe
un Ct-difféomorphisme ¢ entre deux voisinages de l’'origine dans R™ tel
que 9(0) =0 et f(z) = f(0) = X0 pi(x)> = 31 @i(®)? au voisinage
de 0.

3) Problemes d’extrema

Théoréme 43. Soient f: U - R eta € U.
(i) Sia est un extremum local de f et si Df(a) existe, alors D f(a) = 0.

(i) Sia est un minimum local de f et si D?f(a) existe, alors Df(a) =0
et D?f(a) est une forme quadratique positive.

(iii) Si Df(a) =0 et D%f(a) est définie positive, alors f admet en a un
minimum local strict.

IV  Extrema liés

Définition 44. Soit M une sous-variété de R™. On dit qu’une fonction
f:R* - R a un extremum lié (ou relatif) en a € M ¢'il existe un
voisinage U de a dans R™ tel que f(a) est un extremum de f sur M NU.

Théoréme 45 (Extrema liés). Soit U un ouvert de R™. Soient ¢1, ..., g
des fonctions de classe C' de U dans R telles que les formes linéaires
dyg1, . ..,d.gr sont linéairement indépendantes pour tout x € U. Posons :

M ={zeU|Viec]l,k], gi(x) =0}

Alors, si f a un extremum lié en a € M, il existe A1, ..., \ € R tels que :

.
dof = M dagi
=1

Ces réels A1, ..., A\, sont appelés multiplicateurs de Lagrange.

Développements
— Lemme de Morse (41,42) [ ]
— Extrema liés (45) | ]
Références
[ | X. Gourdon. Les Maths en Téte : Analyse. Ellipses

[ | F. Rouviere. Petit Guide de Calcul Différentiel. Cassini
[ ] A. Avez. Calcul différentiel. Masson
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FIGURE 1 — Théoréme d’inversion locale
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Cadre : Soient (E,|.||) un R-espace vectoriel normé et J : E — R.

I Existence et unicité d’extrema

Définition 1. On dit que J admet un minimum (resp. maximum) local en
xg € E ¢'il existe un voisinage V' de xq tel que Vo € V, J(z) = J(x0) (resp.
Ve eV, J(z) < J(xp)). On dit que J admet un minimum (resp. maximum)
global en xg € E si Vz € E, J(z) > J(xo) (resp. Vo € E, J(x) = J(x0)).
Un extremum de J est un maximum ou un minimum de J.

1) Compacité et fermeture

Proposition 2. Si K est un compact de E, et si J est continue, alors J
est bornée sur K et atteint ses bornes.

Application 3. Si K et K' sont deuz compacts de E, il existe (x,x') €
K x K’ tel que (z,2") = d(K, K').
Définition 4. On dit que J est coercive si lim|,|| o J(2) = +00.

Théoréme 5. Si E = R", et si J est coercive et continue, alors J admet
un minimum global.

Contre-exemple 6. Sur [’espace de Hilbert (*(N), la fonctionnelle
2
J(z) = (|]=]* = 1)+ oo, E est coercive mais n'admet pas de minimum.

i

2) Convexité

Définition 7. Soit C' un convexe non vide de E. On dit que J : C — R
est convexe si, pour tous a,b € C et tout A € [0,1], on a :

J((1 = N)a+ \b) < (1— N)J(a) + A\J(b)

On dit que J concave si —J est convexe. Lorsque l'inégalité est stricte
pour a #bet 0 < A <1, J est strictement convexe. Pour a > 0, on dit
que J est a-convexe si pour tous a, b € C distincts et tout A €]0, 1], on a :

J((1 = N)a+ Ab) < (1= N)J(a) + A\J(b) % lla —bJ2 A(1 = \)

Théoréme 8. On considére J : C' — R.
(i) Si J est convexe, tout minimum local est global.
(i) Si J est strictement convexe, J admet au plus un minimum global.

(iii) Si J est a-convexe, J admet un unique minimum global.

3) Cas des espaces de Hilbert

Soit (H,{.,.)) un espace de Hilbert. Soit K C E convexe fermé non vide.

Théoréme 9. Pour tout f € H, il existe un unique élément de K, noté
P (f), et appelé projection de f sur K, tel que :

1Px(f) = Il = inf [lv—f]
De plus, Pr(f) est caractérisée par :

Vv e K, Re((f = Px(f),v = Pr(f))) <0

Corollaire 10. Soient M un sous-espace vectoriel fermé de H et f € H.
Alors Pu(f) est caractérisé par :

Py(f)e M et  Yve M, Re((f — Pu(f),v))=0
De plus, Py est un opérateur linéaire.
Théoréme 11 (Riesz-Fréchet). Soit ¢ € H'. Alors :
AfeH YveH, (p,v) =(f,v)

Théoréme 12 (Lax-Milgram). Soient H un espace de Hilbert, a une
forme bilinéaire continue et coercive sur H, et £ € H'. Alors il existe un
unique u € H tel que, pour tout v € H, a(u,v) = £(v). Si de plus a est
symétrique, u réalise le minimum sur H de v — $a(v,v) — {(v).

Application 13 (Dirichlet). Pour f € L?, on considére le probléme :

{ —u' +u=f
u(0) =u(l)=0

sur]0,1]

11 existe une unique solution faible w € H([0,1]) a ce probléme.

4) Holomorphie
On considére E = C, © C C un ouvert connexe non vide et J € H(2).

Théoréme 14. Soient zg € Q et r > 0 tels que B(zo,7) C Q. Alors

J(20) = 5= 0277 J(z0 +re'?) db.

Théoréme 15 (Principe du maximum). Si |J| atteint son mazimum en
un point de ), alors J est constante.

Application 16 (D’Alembert-Gauss). Tout polyndme non constant de
C[X] admet une racine dans C.
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IT Caractérisation des extrema

1) Différentiabilité et points critiques

Soit U un ouvert de R™. On considére J : U — R.

Ordre 1

Définition 17. Soit g € U. On dit que zy est un point critique pour J
si J est différentiable en zg et dJ(xo) = 0.

Proposition 18. Si zy est un extremum local de J, et si J est différen-
tiable en xq, alors xg est un point critique.

Remarque 19. Cette condition est nécessaire, mais pas suffisante :
x — 23 n’admet pas d’extremum en 0.

Théoréme 20 (Rolle). Soit J : [a,b] — R continue et dérivable sur]a, b|.
Si J(a) = J(b), alors il existe ¢ € ]a, b] tel que J'(c) = 0.

Corollaire 21 (Accroissements finis). Soit J : [a,b] = R continue et dé-
rivable sur]a,bl. Alors il existe c € |a, b| tel que J'(c)(b—a) = J(b)—J(a).

Ordre 2

Proposition 22. Soit g € U un point critique de J. On suppose J de
classe C? en xqg. Alors :

(i) Si xo est un minimum (resp. mazimum) local, alors d*J(zq) est
positive (resp. négative).
(ii) Si d?J(zo) est définie positive (resp. définie négative), alors zo est
un minimum (resp. mazimum,) local.
Remarque 23. Encore une fois, ces conditions laissent un cas douteux :
x — 23 n‘admet pas d’extremum en 0.
Exemple 24. Dans le cas ot n = 2, on pose A = (57) € M2(R) la
hessienne de J en xg. Par le théoréme précédent, on a :
(i) Sirt —s?>>0 etr >0, J admet un minimum relatif en x.
(ii) Sirt—s? >0 etr <0, J admet un mazimum relatif en zg.
(i) Sirt —s? <0, J n’a pas d’extremum en x.
(iv) Sirt—s*=0 : cas douteuz.
Exemple 25. Si J(x,y) = 2t +y* —2(z —y)?, alors J a trois points cri-
tiques : (0,0) et £(v/2,—v2). Il y a un minimum local en +(v/2, —v/2),
mais on ne peut pas conclure en (0,0).

2) Fonctions convexes

Théoréme 26. Soit J : C' — R différentiable. Il y a équivalence entre :
(i) J est conveze sur C.
(i)) Ve,y € C, (VJ(z) =V J(y),z —y) = 0.
(iii) Yo,y € C, J(x) = J(y) + (VJ(y),z —y).
Si J est deux fois différentiable, on a aussi : <d2J(x) ~y,y> > 0.
Théoréme 27. Soit J: C — R différentiable. Il y a équivalence entre :
(i) J est a-conveze sur C.
(ii) Y,y € C, (V(2) =V I(y),x —y) >z —y|”.
(ifi) Yo,y € C, J(x) > J(y) + (VI (y),x —y) + § [lz — y]|*.
Si J est deus fois différentiable, on a aussi : (d*J(z) - y,y) > « %
Exemple 28. Si A est une matrice symétrique définie positive, alors la

fonctionnelle quadratique J : X — (AX, X) — (B, X) est A\1-convezxe, ot
A1 est la plus petite valeur propre de A.

Théoréme 29. Si J : C — R est différentiable en u € C' et admet un
minimum local en u, alors (V J(u),v —u) > 0 pour tout v € C.

Corollaire 30. Soit J : C — R est convexe et différentiable en u € C'.
Alors u est un extremum local si, et seulement si, V J(u) = 0.

3) Optimisation sous contraintes

Définition 31. Soit M une sous-variété de R™. On dit qu'une fonction
f:R" - R a un extremum lié (ou relatif) en a € M ¢l existe un
voisinage U de a dans R™ tel que f(a) est un extremum de f sur M NU.
Théoréme 32 (Extrema liés). Soit U un ouvert de R™. Soient ¢, ..., gk
des fonctions de classe C' de U dans R telles que les formes linéaires
dyg1, ... ,d.gr sont linéairement indépendantes pour tout x € U. Posons :

M={zeU|Vie<]l,k], gi(x) =0}

Alors, st f a un extremum lié en a € M, il existe Aq,..., A\ € R tels que :

k
dof = A dagi

=1

Ces réels A1, ..., A\, sont appelés multiplicateurs de Lagrange.

Application 33. Tout endomorphisme symétrique de E admet une va-
leur propre réelle.
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III Optimisation numérique

1) Méthode de Newton

La méthode de Newton consiste a approcher une solution d’une équation
f(z) = 0 en partant d’une approximation plus grossiére. L’idée est de
remplacer la courbe de f par sa tangente.

Théoréme 34 (Méthode de Newton). Soient a,b € R tels que a < b, et
soit f : [a,b] — R une fonction de classe C? telle que f(a) < 0 < f(b) et
f'>0 sur[a,b]. On considére la suite (x,)nen définie par :

f'(wn)

xo € [a,b] et VneEN, x,1 = ¢(x,) =2, —

La fonction f admet un unique zéro o €la,b|, et on a :
(i) 1l existe € > 0 tel que, pour xg € I =]a—¢e,a+¢[, la suite (zn)nen
converge quadratiquement vers ., et il existe C' > 0 tel que :

Vn e N7 |xn+1 - O“ g C|xn - O‘|2

(ii) Si de plus f"" > 0 sur [a,b], alors, pour x €a,bl, la suite (zn)nen
est strictement décroissante, et pour tout n € N on a :

> f"(@)

et x — Qo ~
e 2f'(a)

(2 — C“)2

0<zpy1 —a< C(z, — )

2) Méthodes de gradient

Soit J : R™ — R. On suppose J différentiable. On cherche, s’il existe, un
élément u € R” tel que :

J(u) = uleann J(v)

Pour cela, on utilise les méthodes de gradient. On considére la suite :
up €R™ et VEkeN, uf T =k — pF vV J(uF)

Il existe plusieurs possibilités pour choisir les p*, par exemple :
(i) Gradient & pas fixe : p¥ = p une constante positive fixée.

(ii) Gradient & pas optimal : p*¥ minimise p — J (u* — pV J(uF)).

Théoréme 35. Si J est a-convexe et différentiable, et que V J est L-
lipschitzienne, alors la méthode de gradient d pas optimal converge vers
l"unique minimum de J.

Application 36. Soient A € S+ (R), b € R" et c € R. On considére la
fonctionnelle quadratique J : R™ — R définie par :

J(X) = (AX,X) — (b, X) + ¢

Cette fonctionnelle satisfait les conditions du théoréme précédent. De plus,
son minimum est atteint en Xo € R™ qui vérifie V J(Xo) = AX —b=0.
On a donc une méthode itérative pour approcher la solution de AX =b.

Développements

— Projection sur un convexe fermé et théoreme de Riesz (9,10,11)
[Bres?]

— Extrema liés (32) | ]

— Méthode de Newton (34) | ]

— Algorithme de gradient & pas optimal (35) [ ]

Références

[ | X. Gourdon. Les Maths en Téte : Analyse. Ellipses

[ ] V. Beck, J. Malick, et G. Peyré. Objectif Agrégation. H&K

[ | H. Brezis. Analyse fonctionelle. Masson

[ ] A. Avez. Calcul différentiel. Masson

[ | F. Rouviere. Petit Guide de Calcul Différentiel. Cassini

[ | P. Ciarlet. Introduction d l’analyse numérique et a l'optimisation.
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FIGURE 1 — Méthode de Newton
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Cadre : E est un espace vectoriel normé de dimension finie et de norme
[l-]l, © est un ouvert de R x E¥ pour k € N*, et f : Q — E une application.

I Etude générale des équations différen-
tielles

1) Définitions. Solutions maximales et globales.

On considere 1'équation différentielle d’ordre & :

VieR, Vye E, y® = fty,y,....y* ) (E)

Définition 1. Une solution de (E) est un couple (I,y), ot I est un in-
tervalle de R et y : I — E une fonction k fois dérivable telle que :

viel, y® () = ft,yt),y' @), ....y" V(1)

Remarque 2. On peut toujours se ramener a une équation d’ordre 1 en
posant Y = (y,...,y"*=Y). On a alors Y'(t) = F(t,Y(t)) ou F(t,y) =
(.., y* =V f(ty, ..., y* V). Dans la suite, on ne considérera que
des équations d’ordre 1.

Exemple 3. Si f(t,y) =y, alors (R,exp) est solution de (E).
Définition 4. (E) est dite autonome si f ne dépend pas de t.

Définition 5. Etant donné un point (Zo,y0) € €, le probléeme de Cau-
chy consiste a trouver une solution y : I — E de (E) sur un intervalle T
contenant ¢ty dans son intérieur et telle que y(to) = yo.

Définition 6. (i) Soient (I1,y1) et (I2,y2) deux solutions de (E). On
dit que (I1,y1) prolonge (I2,y2) si Io C I1 et y1|1, = yo.

(ii) Une solution est maximale si elle n’a aucun prolongement.

Exemple 7. On considére le probléme de Cauchy y' = y? de données

—oo,uio[,t»—) 4o

est solution maximale.
1 —yot

(0,90) avec yo > 0. Alors G

Définition 8. Si Q) = I x O, avec I un intervalle de R et O un ouvert de
E, on appelle solution globale une solution de la forme (1,y).

Remarque 9. (i) Toute solution globale est mazimale.

(ii) Si (E) est autonome, alors une solution globale est définie sur R.

2) Résultats d’existence et d’unicité

Lemme 10 (Gronwall). Soient f,g : I — R continues, avec g positive.
Soient to,a € R tels que f(t) < a+ ftto f(s8)g(s)ds, alors :

Vit >to, f(t) <aexp (/tg(s)ds>

Théoréme 11 (Cauchy-Lipschitz global). Soient I un intervalle de R et
f I x E — E une application continue et globalement lipschitzienne en
sa seconde variable, donc telle que pour tout intervalle K C I on a :

k>0, Vie K, Vy,z€ E, |[f(t,y) — f(t,2)| < kly— =]
Alors tout probléeme de Cauchy admet une unique solution globale.

Théoréme 12 (Cauchy-Lipschitz local). Si f est continue et localement
lipschitzienne en sa seconde variable, tout probléeme de Cauchy admet une
unique solution maximale.

Proposition 13. Toute fonction C' est localement lipschitzienne.

Théoréme 14 (Peano-Arzela). Si f est continue, pour tout point
(to,yo) € Q il existe une solution mazimale (I,y) telle que y(to) = yo.

Contre-exemple 15. Si f(t,y) = 3|y\%, f n’est pas localement lipschit-
zienne en 0. Le probléme de Cauchy de données (0,0) admet au moins
deuz solutions mazimales : 0 et (t — t3).

Proposition 16. Si (E) est autonome, et si (I,y) est solution, alors,
pour tout T € R, la translatée (I + 1,2 — y(x — 7)) est encore solution.

3) Propriétés des solutions

Proposition 17. Si f est de classe CP, les solutions d’une équation dif-
férentielle d’ordre k sont de classe CF1P.

Théoréme 18 (Théoréme de sortie de tout compact). Sous les hypo-
théses du théoréme de Cauchy-Lipschitz, soit (I,y) une solution maximale
de (E). Alors, pour tout compact K de Q, il existe T* (resp. T\ ) tel que,
pour tout t € I avec t > T* (reps. t <T,), on a (t,y(t)) € K.

Exemple 19. On considére le probléme de Cauchy y' = y? de données

1
" Yo
mazimale. On a 1imt_>ya y1(t) = —o0 et limy_y_oo t = —00.

(0,90) avec yo > 0, et on note (] —00 [,yl it 1f’;0t) une solution
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Théoréme 20 (Théoreme des bouts). Sous les hypothéses du théoréme
de Cauchy-Lipschitz, soit (I,y) une solution mazimale de (E). On sup-
pose que Q = J X E, avec J un intervalle de R. Si supI < sup J, alors
liInt—>sup1 ”y(t)” = +o0.

II Etude des équations autonomes

On se place sous les hypotheses du théoreme de Cauchy-Lipschitz, et on
suppose (E) autonome. f est une fonction d’un ouvert Q de R™ dans R".

1) Définitions

Définition 21. Un point yg de E est un point d’équilibre si f(yo) = 0.
Remarque 22. 57 yg est un point d’équilibre, le probléeme de Cauchy
y' = f(y) de données (to,yo) admet pour solution mazimale la fonction
constante égale a 1yo.

Définition 23. Soit yy un point d’équilibre.

(i) yo est dit stable si, pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que, si (I, y)
est une solution de (E) qui vérifie |y(to) — yo| < 9, alors [tg, +oo[C I
et |y(t) — yo| < € pour tout ¢ > to.

(ii) yo est dit instable s’il n’est pas stable.

(iii) yo est dit asymptotiquement stable s’il existe 6 > 0 tel que, si (I,y)
est une solution de (E) qui vérifie |y(to) — yo| < 9, alors [tg, +oo[C I
et lim; 4+ o0 y(t) = yo.

Ces définitions sont illustrées par la Figure 1.

Définition 24. Soit x € ). On appelle orbite de x I'image commune des
solutions maximales passant par x.

Proposition 25. Soit x € Q. Toutes les solutions qui passent par x sont
translatées les unes des autres.

Proposition 26. L’ensemble des orbites forme une partition de 2.
Définition 27. On appelle portrait de phase cette partition.

Proposition 28. Soit (I,y) une solution mazimale telle qu’il existe
t1 < to tels que y(t1) = y(t2). Alors I =R ety est périodique.

2) Cas linéaire
On consideére 1’équation différentielle Y’ = AY, ot A € M, (R).

Théoréme 29. Soient A1, ..., \, les valeurs propres de A. Alors les so-
lutions du systéme linéaire Y' = AY sont :

(1) asymptotiquement stables si, et seulement si, Re(A;) < 0 pour tout
Jj€[1,n].

(i7) stables si, et seulement si, pour tout j € [1,n], ou bien Re(\;) <0,
ou bien Re(\;) =0 et le bloc correspondant est diagonalisable.

Théoréme 30. Dans le cas n = 2, on peut classifier les différents types
de portraits de phase possibles en fonction de det A et de tr A. Cette clas-
sification est illustrée par la Figure 3.

III Exemples d’études

1) Utilisation des séries entiéres

Si ’équation est a coefficients polynémiaux, on peut chercher les solu-
tions développables en séries entieres autour de 0. Si cette solution est
maximale, elle est unique par le théoreme de Cauchy-Lipschitz.

Exemple 31. Le probléme de Cauchy y' = y de données (0,1) admet

pour solution t — Y L =e'.

Exemple 32 (Bessel). On considére ['équation différentielle de Bessel
zy’ +vy + xy = 0. Sa solution fo valant 1 en 0 se développe en série
entiére sur R. De plus, si f est une autre solution sur un intervalle 10, af,
alors (f, fo) est libre si, et seulement si, f n'est pas bornée au voisinage

de 0.

2) Systéme de Lotka-Volterra

Exemple 33. Soient a,b,c,d,zg,y0 € RT*. On considére le systéme :

2’ = x(a — by)
y =y(—c+dz)
z(0) = x0,y(0) = yo

1l s’agit d’un systéeme classique modélisant wune interaction proie-
prédateur. Il admet une unique solution maximale globale, qui est pério-
dique, et admet deur points d’équilibre : un point-selle en (0,0) et un
centre en (5, %) Son portrait de phase est illustré par la Figure 2.

‘7 19 T UOISUSWIP Ud SUOIJN[OS

Op SOpPNIYP 10 UOIN[0SII 9P SO[dWDX] *SAITRUIPIO SI[[AIIUDIDPIP suoryenbry - 0ZZ

ra



248

3) Equation de Hill-Mathieu

Théoréme 34 (Hill-Mathieu). On considére I’équation y" + qy = 0, ot
q : R — R est continue, paire et w-périodique. On note W [’espace des
solutions, et A: W — W défini par Ay(z) = y(z + 7).

(i) Si|tr(A)| < 2, alors toutes les solutions sont bornées.

(it) Si|tr(A)| =2, alors il existe une solution non nulle bornée.
(iii) On a |tr(A)] < 2 si, et seulement si, yi(m)y2(m) = 0.
(iv) Si|tr(A)| > 2, alors aucune solution non triviale n’est bornée.

Application 35. Les solutions de y"” +y = 0 sont toutes bornées, alors
que les solutions non triviales de y’ —y = 0 sont toutes non bornées.

Développements

— Equation de Bessel (32) [ ]
— EBquation de Hill-Mathieu (34) | ]
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220 - Equations différentielles ordinaires. Exemples de résolution et d’études de
solutions en dimension 1 et 2.

Classification des portraits de phase dans le plan (det A, Tr A)

det A
Ao ¢ A=0: det A=1(Tr A4)°

H H

foyer stable foyer instable

noeud exceptionnel stable noeud exceptionnel instable

mouvement centre

NP iforme
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noeud impropre m:mﬁmgm,a.b

1 1
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I 7 i
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FI1GURE 3 — Portraits de phase
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Cadre : On fixe K =R ou C, et I C R un intervalle.

I Définitions, existence, structure

1) Définitions

Définition 1. Soient p,n € N*. Une équation différentielle linéaire
d’ordre p sur K" est une équation de la forme :

Vi, A; € CO(I, Mp(K))

BeC®(I,K") (E)

p—1

V20 =3 a0 + B0 on
k=0

On appelle équation différentielle linéaire homogene associée :

p—1
yP () = Aty (t) (EH)
k=0

Si n = 1, I'équation est dite scalaire. Sinon, on parle de systeme d’équa-
tions différentielles linéaires.

li
Exemple 2. (;) — (1t _1) (;) est un systéme homogéne linéaire.

Remarque 3. Ce sont bien les coefficients en'Y qui doivent étre linéaires.
L’équation y' = t%y est bien linéaire.

Remarque 4. On peut ramener toute équation différentielle d’ordre p
sur K™ a un systeme différentiel d’ordre 1 sur K™ par :

/

Y 0 I, 0 Y 0

y/ . X . y/

= |+

: 0 - 0 I, : 0
yP~! Ao(t) -+ Apa(t)) \y*™! B(t)

On limitera donc ’étude aux équations différentielles d’ordre 1 :

A eI, M, (K))

v =Awno+ 50 o { fE LT

2) Existence et unicité des solutions

Définition 5. Une solution de (E) est un couple (J,¢), on J C T et y
vérifie I’équation (E) sur J. Une solution (J, ¢) est maximale s8’il n’existe
pas de prolongement ® de ¢ défini sur J' 2 J tel que (J', @) soit solution.

Définition 6. Etant donné un point (to,y0) € I x K", le probleme de
Cauchy consiste a trouver une solution (J,y) de (E) sur un intervalle J
contenant ¢y dans son intérieur et telle que y(tp) = yo.

Exemple 7 (Chute libre). 2'(t) = —g, 2(0) = h, 2/(0) = v,

Théoréme 8 (Cauchy-Lipschitz linéaire). Tout probléme de Cauchy ad-
met une unique solution maximale définie sur I tout entier.

Remarque 9. La version pour les équations d’ordre p mnécessite de
connaitre yo, . .., Yp—1 tels que Y (to) = yo,. .. YD (1) = Yp—1-

Remarque 10. Dans le cas non linéaire, on n’a pas unicité. Le probléme
3

de Cauchy y' = 3ly|z de données (0,0) admet au moins deux solutions

mazimales : 0 et (t — t3).

3) Structure de l’espace des solutions

Théoréme 11. (i) L’ensemble Sy des solutions de (EH) est un sous-
espace vectoriel de dimension n de C*(I,K").

(i) L’ensemble .# des solutions de (E) est un sous-espace affine de di-
mension n de C*(I,K") de direction /5.

Corollaire 12. L’application suivante est un isomorphisme :

q)t(): y]—[
Y +—

— K"
Y (to)

Contre-exemple 13. L’ensemble des solutions sur R de zy’ = 2y est
un espace vectoriel de dimension 2.

Proposition 14 (Principe de superposition). Si Y7 est solution de
Y’ = AY + By et si Yy est solution de Y = AY + By avec A, By et
By continues, alors \Yy + puYs est solution de Y/ = AY + AB; + uBs.
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II Reésolution explicite

1) Solutions générales de I’équation homogéne

Proposition 15. On suppose que A est de la forme Diag(A1,...,An)

dans une base Y1,...,Y,. Une solution générale de (EH) s’écrit :

Y(t) = ZakeA’“th ou ap €K
k=1

Exemple 16. Si a # 1, les solutions de Y' = (}1)Y ont pour base

(et((l))veat(all))'

Proposition 17. Pour A € M,(R), la solution du probléme de Cauchy
Y'(t) = AY (t) et Y(to) = Vp est donnée par :

Y(t) — e(t—tg)A‘/o

2) Solutions générales

Remarque 18. Les solutions générales de (E) sont données par la somme
d’une solution particuliére et des solutions homogénes. Comme on a déja
vu le cas des équations homogénes (EH), il suffit de trouver une solution
particuliére.

Proposition 19 (Variation de la constante). Pour A € M, (R) et
B : I — K", une solution particuli¢re de (E) est :

Y(t) = / t eWAB(u)du

to

Corollaire 20. Pour A € M,(R) et B : I — K", la solution du probléme
de Cauchy Y'(t) = AY (t) + B(t) et Y(to) = Vi est donnée par :

t
Y (t) = et Ay, + / e ~WAB(u)du

to

Remarque 21. Dans le cas ot le second membre a une forme parti-
culiére (polynomiale, exponentielle, ...), on peut chercher une solution
particuliere sous cette forme.

IIT Stabilité des solutions

On considére une équation différentielle homogene quelconque Y’ =
f(t,Y), avec f € CH(I x K™, K").

Définition 22. Un point yg de E est un point d’équilibre si f(yo) = 0.

Remarque 23. Si yy est un point d’équilibre, le probléme de Cauchy
y' = f(y) de données (to,yo) admet pour solution mazimale la fonction
constante égale a .

Définition 24. Soit yo un point d’équilibre.

(i) yo est dit stable si, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que, si (I,y)
est une solution qui vérifie |y(tg) — yo| < 9, alors [tg, +oo[C I et
ly(t) — yo| < € pour tout t > t.

(ii) yo est dit instable 8’il n’est pas stable.

(iii) yo est dit asymptotiquement stable s’il existe & > 0 tel que, si (I,y)
est une solution qui vérifie |y(to) — yo| < 9, alors [t, +oo[C I et
limy 4 oo y(t) = Yo-

Ces définitions sont illustrées par la Figure 1.

Définition 25. Soit = € €. On appelle orbite de x I'image commune des
solutions maximales passant par x.

Proposition 26. L’ensemble des orbites forme une partition de 2.
Définition 27. On appelle portrait de phase cette partition.

Proposition 28. Soit (I,y) une solution mazimale telle qu’il existe
t1 < to tels que y(t1) = y(ta2). Alors I =R ety est périodique.

IV Exemples d’études

1) Etude qualitative des systémes linéaires dans R?
On considére 1’équation différentielle Y = AY, o A € M, (R).
Théoréme 29. Soient \i,..., A, les valeurs propres de A. Alors les so-
lutions du systéme linéaire Y' = AY sont :

(1) asymptotiquement stables si, et seulement si, Re()\;) < 0 pour tout
j€[l,n].
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(it) stables si, et seulement si, pour tout j € [1,n], ou bien Re()\;) <0,
ou bien Re(\;) =0 et le bloc correspondant est diagonalisable.

Théoréme 30. Dans le cas n = 2, on peut classifier les différents types
de portraits de phase possibles en fonction de det A et de tr A. Cette clas-
sification est illustrée par la Figure 2.

2) Utilisation des séries entiéres

Si I’équation est a coefficients polynémiaux, on peut chercher les solu-
tions développables en séries entieres autour de 0. Si cette solution est
maximale, elle est unique par le théoréeme de Cauchy-Lipschitz.

Exemple 31. Le probléme de Cauchy y' = y de données (0,1) admet

pour solution t — = el

i
neN n!

Exemple 32 (Bessel). On considére léquation différentielle de Bessel
zy" + vy + xy = 0. Sa solution fo valant 1 en 0 se développe en série
entiére sur R. De plus, si f est une autre solution sur un intervalle ]0, al,
alors (f, fo) est libre si, et seulement si, f n’est pas bornée au voisinage

de 0.

3) Equation de Hill-Mathieu

Théoréme 33 (Hill-Mathieu). On considére I’équation y" + qy = 0, ou
q : R — R est continue, paire et mw-périodiqgue. On note W [’espace des
solutions, et A: W — W défini par Ay(z) = y(z + 7).

(i) Si|tr(A)| < 2, alors toutes les solutions sont bornées.

(ii) Si|tr(A)| =2, alors il existe une solution non nulle bornée.
(ii) On a |tr(A)] < 2 si, et seulement si, yi(m)ya(7) = 0.
(iv) Si|tr(A)| > 2, alors aucune solution non triviale n’est bornée.

Application 34. Les solutions de y" +y = 0 sont toutes bornées, alors
que les solutions non triviales de y" —y = 0 sont toutes non bornées.

Développements

— EBquation de Bessel (32) [ ]
— Equation de Hill-Mathieu (33) [ ]
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221 - Equations différentielles linéaires. Systémes d’équations différentielles

linéaires. Exemples et applications.

Classification des portraits de phase dans le plan (det A, Tr A)
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Cadre : On n’étudiera que des équations d’ordre 1 ou 2 en espace. Soit
u : R™ — R suffisamment réguliére pour que les expressions aient un sens.
I Généralités

1) Définitions

Définition 1. On appelle équation aux dérivées partielles linéaires
(EDPL) une équation de la forme :

Z S 0w, 6377

1<i<j<n

Z b +cu+d70

1<i<n

ou les a; ;, les b;, ¢ et d sont des fonctions de R" dans R. L’équation
est dite d’ordre 2 si les a;; ne sont pas tous nuls, et d’ordre 1 sinon.
L’équation est dite homogene si d = 0.

Exemple 2 (Transport). 4% +v%% =0 sur RT x R avec u = u(z,1).

Définition 3. On appelle probleme aux frontieres une EDPL munie de
conditions sur le bord complet du domaine sur lequel est est posée.
Exemple 4 (Chaleur). %? agl“ = 0 sur |xg, +0o[ avec u(xg,t) = up(t)
donné, ot u(x,t) désigne la température d’une tige en contact avec un
thermostat.

Définition 5. On appelle probleme de Cauchy une EDPL ou les condi-
tions ne portent que sur une partie du bord du domaine sur lequel on
connait la valeur de la fonction et de ses dérivées de degré inférieur a
I’ordre de ’équation.

Exemple 6. yg. :cg:‘ =0 sur R* x R avec u(x,0) = ug(x).

Exemple 7 (Ondes). ‘?)tg =9y 8 Y dans QxR avec u = 0 sur 9Q xR,

et u(.,0) = ug et %(., 0) =uy dans Q. C’est un probléme aux frontiéres
en espace et de Cauchy en temps.

Définition 8. Soit une EDPL sur un domaine 2 avec éventuellement
des conditions aux limites ou initiales. On dit que le probléme est bien
posé au sens de Hadamard, s’il existe une unique solution qui dépend des
données de facon continue.

2) EDPL d’ordre 1

Dans ce paragraphe, on étudie les équations de la forme :

ou - ou
E(tax) + ;ai(t,x)a—xi(t,x) =

ou les a; sont des fonctions réelles continues bornées ainsi que leurs dé-
rivées d’ordre 1 sur r = [0, 7] x R™. On associe le champs de vecteurs
défini sur Qp par :

(t,z) — (¢, A(t,x)) = (t,z))

Proposition 9. Pour tout (ty,r9) € Qr, il eviste une unique courbe
t — (t,X(t) de classe C* sur [0,T] telle que X(t) soit solution de
X'(t) = A(t, X (t)) sur[0,T] avec X (to) = 0.

f(t,x)

(tya1(t,x),...,an

Définition 10. La courbe ¢t — (¢, X(t)) est appelée courbe caractéris-
tique issue de (tg, zg).

Théoréme 11. Soit h: R" — R de classe C' et bornée. On considére le
probléme de Cauchy % +30 aig—;‘i =0 sur Qp avec u(0,.) = h sur R™.
Ce probléme a une unique solution donnée par u(t,z) = h(X(t)).

3) Classification des EDPL d’ordre 2
Soit u : R2 — R et 'EDPL d’ordre 2 et d’inconnue w :

82u+b82u n 82u+d§'u+ 8u+f n 0
0= +b=—+c=— +d— +e— + fu =
Ox? Oxdy Oy? Ox Oy g

avec a,b,c,d, e, f,g: R?> = R.

Définition 12. On dit que ’équation est :

si b(z,y)? — a(z,y)c(x,y) < 0.

si b(z,y)? — a(z,y)c(x,y) = 0.

si b(x,y)? — a(z,y)c(z,y) > 0.

Remarque 13. Le caractére hyperbolique, parabolique ou elliptique d’une

équation aux dérivées partielles du second ordre n’est pas modifié par un
changement de variable.

(i) elliptique :
(ii) parabolique :
(iii) hyperbolique :
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II Exemples A’EDPL hyperboliques

1) Equation de transport

On souhaite modéliser le déplacement d’un contaminant de concentration
u(t, z) dans un fluide en mouvement de vitesse c(x).

Définition 14. On appelle équation de transport I’équation :

(1)

Gu(t,z) +c(x) G2 (t,e) =0 zeR,t>0
u(0,z) = uo(x) reR

avec c,ug € C*'(R,R).

Proposition 15. On suppose ¢ constante. Alors la courbe caractéris-
tiqgue vérifie X'(t) = ¢ et X(0) = zo. Si u est solution de (1), alors
u(t, X (t)) = u(0,X(0)) = uo(zo), donc u(z,t) = uo(x — ct) est l'unique
solution C* de (1).

Proposition 16. On suppose que c¢(x) = x constante. Alors les courbe
caractéristique ont pour équation In(x) —t = d € R, donc ze™t = X € R.
Ainsi, la solution est u(t,z) = ug(ze™?).

2) Equation des ondes

On souhaite modéliser la propagation d’une onde u(t,z) se déplagant a
une vitesse c.

Définition 17. On appelle équation des ondes 1’équation :

%—CQAUZO zeR™t>0
u(0,2) =up(z) z€R" (2)

9u(0,2) =vo(z) z€R"
avec ¢ > 0, ug € C3(R,R) et vy € C}(R,R).

Théoréme 18. La solution de l’équation des ondes unidimensionnelle
est donnée par la formule de d’Alembert :

1 x+ct
u(t,z) = 3 [uo(x — ct) + uo(x + ct)] + Q—C/ ) vo(y) dy

Remarque 19. La formule de d’Alembert met en évidence deux classes
de solutions : l'une se propageant a la vitesse c et l'autre d la vitesse —c.

IIT Exemples A’EDPL elliptiques

1) Forumlation faible

Définition 20. Soit f € L'(Q). On dit que f admet une dérivée faible s’il
existe g € L*(Q) tel que, pour tout ¢ € C°(2), on a [, f¢' = — [, g¢.
On note alors g = f’, qui est unique.

Définition 21. On définit H'(Q) = {f € L2(Q) | f' € L*(Q)}, que I'on
munit du produit scalaire défini par (f, g) ;1 = (f,9) 2 + (f',9) 2

Théoréme 22. (H(2),(.,.);1) est un espace de Hilbert.

Définition 23. On définit H{(Q) comme l'adhérence de C°(£2) dans
H'(Q). Cest un espace de Hilbert s’il est muni du produit scalaire (.,.) ;..

Théoréme 24 (Lax-Milgram). Soient H un espace de Hilbert, a une
forme bilinéaire continue et coercive sur H, et £ € H'. Alors il existe un
unique u € H tel que, pour tout v € H, a(u,v) = £(v).

Application 25. Soient D un opérateur différentiel et f une fonction dé-
finie sur ), on s’intéresse & Du = f sur ). Sa formulation variationnelle
est alors fQ Duv = fﬂ fv pour tout v défini sur Q2. Grice a une formula-
tion faible d’un probléme différentiel et au théoréeme de Lax-Milgram, on
peut démontrer ’existence d’une solution faible a ce probléme.

2) Equation de Laplace et de Poisson

Définition 26. On appelle équation de Poisson ’équation —Awu = f sur
Q avec u = 0 sur 0N et f définie sur €. Si f = 0, on parle d’équation de
Laplace.

Définition 27. Une fonction u :  — C est dite harmonique sur 2 un
ouvert de R? si u est de classe C? et vérifie Au = 0.

Exemple 28. (z,y) — In(y/22 + y2) est harmonique sur R? \ {(0,0)}.

Corollaire 29. La partie réelle d’une fonction holomorphe est harmo-
nique. Ainsi, ces fonctions sont solutions de I’équation de Laplace.

Théoréme 30. Pour f € L?(Q), ’équation de Poisson admet une unique
solution faible.

op xne suorjyenbo p sejdwexy - 7zg

OALI

b7

[ so[[erjaed so

b7

*S9ITRQUI



91

IV Un exemple d’EDPL parabolique

1) Séries de Fourier

Définition 31. Soit f : R — C continue par morceaux et 27-périodique.
Les coefficients exponentiels de Fourier de f sont :

2T 0

2m
fe ™ dt (ne€Z)

En posant e, : t + e, la série de Fourier associée & f est la série
trigonométrique 3, ., cn(f)e_n.

Proposition 32 (Riemann-Lebesgue). Si f est continue par morceauz et
2m-périodique, alors im0 cn(f) = 0.

Théoréme 33. La famille (e,)nez est une base hilbertienne de l'espace
des fonctions 2m-périodiques de carré intégrable sur [0,27]. On a en par-
ticulier :

1
oo 1715 = D en(£)?

neEZ

Proposition 34. Si f est C! par morceauz et 2w-périodique, alors la série

de Fourier de f converge simplement vers la régularisation f de f donnée
pour x € R par f(z) = 7f(z+);rf(z ).
Remarque 35. L’hypothése C' par morceaux est nécessaire.

Théoréme 36. Si f est continue, C' par morceaus et 2m-périodique, alors
la série de Fourier de f converge normalement vers f.

2) Equation de la chaleur

On souhaite modéliser la température u(t,z) dans une barre. On va ré-
soudre I'équation de la chaleur sur un anneau.

Définition 37. On appelle équation de la chaleur I’équation :

ou Py _
ot~ oxz? T 0
u(ovx) = UO(x)

avec ¢ > 0 et ug € L*(T).

sur RT™ x T
dans L?(T)

(3)

Théoréme 38. Il existe une unique solution u de (3) de classe C* sur
RT* x T, avec u(t,.) tendant vers ug dans L*(T) quand t tend vers 0.

Développements

— Equation de la chaleur sur le cercle (38) [ ]

— Théoréme de Lax-Milgram et application (24,30)

Références
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Cadre : On appelle suite numérique toute suite a valeurs dans K = R ou
C. Soit (un)nen une telle suite.

I Suites numériques et convergence

1) Limite d’une suite

Définition 1. On dit que (u,) converge vers une limite ¢ € K lorsque :
Ve>0,AINeN, Vn>=N, |u, — ¥ <e

Si (uy,) ne converge pas, on dit qu’elle diverge.

Proposition 2. Si (u,) converge sa limite est unique. On note alors
lim,, oo un = ¢, ou encore u, — L.

Application 3. Une fonction f : K — K est continue si, et seulement
si, pour toute suite (u,) convergeant vers £, (f(uy)) converge vers f(£).
Exemple 4. La fonction x +— sin (%) se prolonge par continuité en 0.
Proposition 5. Toute suite convergente de K est bornée.
Contre-exemple 6. La suite u, = (—1)™ est bornée et ne converge pas.
Proposition 7. Les suites convergente forment un K-espace vectoriel.

Proposition 8. Le produit d’une suite bornée et d’une suite convergeant
vers 0 converge vers (.

sinn
n

Exemple 9. La suite converge vers 0.
On s’intéresse maintenant au cas des suites réelles.

Définition 10. Une suite réelle (u,,) est dite majorée (resp. minorée) s’il
existe M € R tel que u, < M (resp. u, = M) quel que soit n € N.

Proposition 11. Soient (uy,), (vy) et (wy,) trois suites réelles vérifiant :
vVneN, u, <v, < w,
Si (un) et (vyp) convergent vers £, alors (vy,) converge vers £.

Définition 12. Deux suites réelles (u,) et (v,) sont dites adjacentes si
I’une est croissante, 'autre décroissantes, et si lim,, 4o up — v, = 0.

Proposition 13. Deuz suites adjacentes convergent vers la méme limite.

Application 14 (Critére des séries alternées). Soit (a,) une suite d
termes positifs décroissante vers 0. Alors la série Y (—1)"a, converge,
le reste R,, vérifiant R, < ap41.-

2) Valeurs d’adhérence

Définition 15. On dit que a € K est valeur d’adhérence de (u,,) lorsque :
Ve>0,VNeN, In=N, |u, — ¥ <e

Remarque 16. Si (uy,) converge, sa limite est une valeur d’adhérence.

Exemple 17. -1 et 1 sont valeurs d’adhérence de la suite (—1)™.

Définition 18. On appelle suite extraite (ou sous-suite) de (u,,) une suite
de la forme uy,(,,)) ot ¢ : N — N est strictement croissante.

Proposition 19. Toute suite extraite d’une suite convergente converge
vers la méme limite.
Proposition 20. Soit a € K. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) a est valeur d’adhérence de (uy,).
(ii) Il existe une sous-suite de (u,) qui converge vers a.
(iii) Pour tout N €N, a € {u, |n > N}.
(iv) a est point d’accumulation de {un|n = N} ou {n|u, = a} est infini.

L’ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite est fermé.
Remarque 21. Siwu, — ¢, £ est l'unique valeur d’adhérence de (uy,).

Exemple 22. La suite u, = cosn admet [—1,1] comme ensemble de
valeurs d’adhérence.

Théoréme 23 (Bolzano-Weierstrass). Toute suite numérique bornée ad-
met une valeur d’adhérence.

Corollaire 24. Une suite réelle est convergente si, et seulement si, elle
est bornée et admet une unique valeur d’adhérence.

Proposition 25. Soit (E,d) un espace métriqgue compact et (up)nen une
suite d’éléments de I telle que lim,,— 1 oo d(tUp, Uun+1) = 0. Alors l’ensemble
des valeurs d’adhérence de (up)nen est conneze.

Application 26. Soient f : [0,1] — [0,1] une fonction continue et
(Tn)nen la suite définie par xg € [0,1] et upt1 = f(uy) pour tout n € N.
Alors (xy)nen converge si, et seulement si, lim, 1 oo Tpy1 — 2p = 0.
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3) Suites de Cauchy
Définition 27. On dit que (u,) est de Cauchy lorsque :

Ve>0,INeN, Vn= N, VpeEN, |upyp —up| <e

Proposition 28. (i) Toute suite convergente est de Cauchy.

(i) Toute suite de Cauchy est bornée.
(iii) Toute sous-suite d’une suite de Cauchy est de Cauchy.

(iv) Toute suite de Cauchy ayant une valeur d’adhérence converge.
Théoréme 29. Toute suite numérique de Cauchy est convergente.
Exemple 30. Toute série numérique absolument convergente converge.

Exemple 31. La série harmonique diverge car elle n’est pas de Cauchy.

IT Exemples de suites particulieres

1) Suites arithmétiques et géométriques

Définition 32. On dit que (u,,) est arithmétique (resp. géométrique) de
raison a € K si 11 = up + a (resp. tup11 = auy,).

Proposition 33. Si (u,,) est arithmétique (resp. géométrique) de raison
a € K, alors u, = ug + na (resp. u, = a™ug).

Proposition 34. Une suite géométriqgue converge si, et seulement si,
la| < 1 et est bornée si, et seulement si, |a| < 1.

2) Suites homographiques
Définition 35. On dit que (u,) est homographique lorsqu’elle vérifie :

ar +b

VneN, uppr = h(uy) wrd

h(z) = ad —bc# 0

avec

Proposition 36. Soit (u,) une suite homographique. Soient a et 3 les
solutions de h(z) = v & cx? — (a — d)x — b= 0.

(i) Sia# B, la suite (zn:g) est géométrique de raison Z:gz

(i) St o= B, la suite (ﬁ) est arithmétique de raison 5.

Exemple 37. Siupy1 = —2— avec ug =1, up — 0.

1+uy,

3) Suites récurrentes d’ordre 1

Définition 38. Soit I C R un intervalle, et soit f : I — I continue. On
dit que (u,,) est définie par récurrence si ug € I et upt1 = f(un)-

Remarque 39. Il s’agit d’une généralisation des cas précédents.

Corollaire 40. Si une suite (uy,) est définie par récurrence converge vers
€1, alors £ est un point fize de f.

Exemple 41. La suite (u,) définie par ug = 1 et up11 = u2 —u, — 3 ne
peut converger que vers -1 ou 3.
Théoréme 42. Si (u,) est définie par récurrence, alors :

(i) Si f est croissante, la suite (uy,) est monotone et son sens de mo-
notonie est donné par le signe de uy — ug.

(ii) Si f est décroissante, alors fof est croissante, ainsi les suites (usay)
et (ugn41) sont monotones, et leur sens de monotonie est opposé.
Exemple 43. Pour ug € [fg, g] et Upt1 = sin(uy), u, — 0.

Exemple 44. Pour ug € [0,1] et u,11 = ﬁ, Uy — 1.

Théoréme 45 (Méthode de Newton). Soient a,b € R tels que a < b, et
soit f : [a,b] — R une fonction de classe C? telle que f(a) < 0 < f(b) et
' >0 sur [a,b]. On considére la suite (x,)nen définie par :

f'(x)

et VneN, zp11 = o(x,) =2, —

xo € [a,b]

La fonction f admet un unique zéro a €la,b|, et on a :
(i) Il existe € > O tel que, pour xo € I =|a—e,a+¢|, la suite (Tn)nen
converge quadratiquement vers «, et il existe C' > 0 tel que :

Vn e Na |In+1 - a| < C‘xn - Oé|2

(ii) Si de plus f"" > 0 sur [a, b], alors, pour x €], b], la suite (xy)nen
est strictement décroissante, et pour tout n € N on a :
f//(a)
2f'(a)

2 (xn _ 04)2

0<zpy1 —a<Clxy,—a) et zpy1—«
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III Comportement asymptotique

1) Comparaison asymptotique

On s’intéresse ici au cas des suites réelles.

Définition 46. Soient u = (u,) et v = (v,) deux suites réelles. On dit
qu’au voisinage de +oo :

(i) v domine u, noté u,, = O (v,), lorsque :
3C >0, dng €N, Vn = ng, |u,| < Clu,|
(ii) w est négligeable devant v, noté w, = o (v, ), lorsque :

Ve>0, dng €N, Vn = ng, |u,| < elvg]

(iii) w et v sont équivalentes, noté wu,, ~ v, si u, — v, = o (vy).

Exemple 47. n? +sinn =0 (n2) et n? 4 sinn ~ n2.

Proposition 48. On a les propriétés suivantes :
(i) o et O sont stables par somme.
(ii) o, O et ~ sont stables par produit et passage d une puissance.

Remarque 49. ~ n’est pas compatible avec l'addition : n+2 ~n+1 et
—n ~ —n, mais 2 #~ 1.

2) Moyenne de Cesaro

Définition 50. On appelle suite des moyennes de Cesaro la suite (vp,)nen
définie par v, = £ S L u

p n T n k=0 “k-
Proposition 51. La moyenne de Cesaro d’une suite convergente
converge vers la méme limite.

Définition 52. Si la moyenne de Cesaro d’une suite converge, on dit
qu’elle converge en moyenne de Cesaro.

n

Contre-exemple 53. La suite (—1)
mais ne converge pas.

converge en moyenne de Cesaro,

Application 54. Si (u,) converge vers £ # 0, et si u, # 0 pour n € N,
alors la suite (v,) définie par J- = Z:;é i converge vers £.

Développements

— Connexité des valeurs d’adhérence d’une suite (25,26) | ]
— Méthode de Newton (45) | ]
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Cadre : Soient (E, ||.||) un R-espace vectoriel normé et (uy)nen une suite.

I Généralités sur les suites récurrentes

1) Définition et premiéres propriétés

Définition 1. On dit que (uy,) et une suite récurrente d’ordre k s’il existe
une fonction f : E¥ — E telle que :

VneN, upir = f(Un,. oy Untk—1)

Proposition 2. Soit (u,) une suite récurrente d’ordre k. Si la suite (uy,)
converge vers une limite { et si fest continue en (¢,...,0), alors on a
= f,...,0). Sik =1, est un point fize de f.

Exemple 3. Considérons la suite un11 = %= + Loy (un) pour ug > 0.
On a alors u, — 0, mais 3 + 1{y(0) =1 # 0.

Remarque 4. Soit (u,) une suite récurrente d’ordre k. On se rameéne a
une suite récurrente d’ordre 1 en posant :

Unp Un+1
et Upir = : = F(U,)
I, ..

U, =

Un+k—1 . 7un+k71)

Mais cette suite est dans Uespace E*, ce qui peut rendre Uétude de F plus
délicate que celle de f.

Proposition 5. Soient I C R un intervalle tel que f(I) C 1, et ug € I.

(i) Si f est croissante, la suite (u,) est monotone et son sens de mo-
notonie est donné par le signe de uy — ug.

(ii) Si f est décroissante, alors fo f est croissante, ainsi les suites (uzy,)
et (ugnt1) sont monotones, et leur sens de monotonie est opposé.

Exemple 6. Pour ug € [—%, g} et Upt1 = sin(uy), uy, — 0.

Exemple 7. Pour ug € [0,1] et upt1 = — 1.

ﬁ7 Un
Proposition 8. Soient f : [0,1] — [0, 1] une fonction continue et (zp)nen
la suite définie par xo € [0,1] et up+1 = f(un) pour tout n € N. Alors
(Tn)nen converge si, et seulement si, limy, oo Tpt1 — Ty = 0.

2) Suites récurrentes linéaires

Définition 9. On dit que la relation de récurrence est linéaire si f est
une application linéaire. Si £ = R, alors f est une forme linéaire, donnée
par un vecteur (ag,...,ax). Le polynome X* + Zf;ll a; X*~% est appelé

polynoéme caractéristique de la relation de récurrence.

Proposition 10. Soit (u,) une suite récurrente d’ordre k, de polynome
caractéristique P. On note r1,...,7rq ses racines et oy, ..., o4 leur multi-
plicité. Alors (un) est de la forme :

avec P, e R, [X]

Exemple 11 (Fibonacci). On considére la suite définie par uy = 0,
w1 = 1 et pour tout n > 2 par u, = Uy_1 + Un_o. Alors :

() - (5]

3) Quelques exemples classiques

1
NG

Up =

Définition 12. On dit que (u,) est arithmétique (resp. géométrique) de
raison a € E (resp. a € R) si upt1 = Uy + a (T€SP. Upt1 = aliy).

Proposition 13. Si (uy,) est arithmétique (resp. géométrique) de raison
a € R, alors u, = ug + na (resp. u, = a™uyg).

Proposition 14. (i) Une suite arithmétique converge si, et seulement

st, elle est constante.
(i) Une suite géométrique converge si, et seulement si, |a| < 1.

(#ii) Une suite géométrique est bornée si, et seulement si, |a| < 1.
Définition 15. On dit que (u,) est arithmético-géométrique si, pour tout
n € N, upy11 = au, + b. Si a # 1, la suite définie par v, = u, — b est

1—a
b b
lfa) + 1—a?

géométrique de raison a. On a dans ce cas u, = a” (uo -

qui converge si , et seulement si |a| < 1.
Définition 16. On dit que (u,) est homographique lorsqu’elle vérifie :

ar +b

VneN, upp1 = h(un) o d

avec h(zx) = ad —bc# 0

— I+un
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Proposition 17. Soit (u,) une suite homographique. Soient « et [3 les
solutions de h(z) = 2 & cx® — (a — d)z — b= 0.
a—ac

(i) Sia# B, la suite (Z’:g) est géométrique de raison o

n

) est arithmétique de raison afﬁc.

Up—B
Uy

1+uy,

(ii) Sia =0, la suite ( L
Exemple 18. Siupy1 =

avec ug =1, u, — 0.

II Suites récurrentes et points fixes

1) Théoréme de point fixe de Banach-Picard

Définition 19. Soient X un ensemble, f : X — X une application et
a € X. On dit que a est un point fixe de f si f(x) = =.

Théoréme 20 (Banach-Picard). Soient (X,d) un espace métrique com-
plet (non vide), et F : X — X une application k-contractante. Alors
F admet un unique point fize et toute suite définie par ug € X puis
Unt+1 = F(u,) converge vers ce point a une vitesse géométrique.

Remarque 21. Si F?P est contractante, on a le méme résultat.

Contre-exemple 22. 5i X =]0,1[ et F': x — Z,
mais sans point fire (X n’est pas complet).

Contre-exemple 23. Si X =[0,1] et F: z+— V1 + 22, X est complet,
F est contractante, mais sans point five (F([0,1]) = [1,v/2]).

Contre-exemple 24. Si X =R et F : 2 — 1+ 22, X est complet,
F applique X dans lui-méme, mais sans point five (F n’est pas contrac-
tante).

Application 25. On souhaite résoudre une équation de la forme f(x) =0
avec f : [a,b] = R dérivable. Posons p(x) = x — Cf(x) avec C # 0 une
constante. Le probléme revient alors d trouver les points fixes de p. Suppo-
sons f(a) <0, f(b) > 0, et qu’il existe m, M € RY* tels que m < f' < M.
Prendre C = ﬁ permet alors d ¢ d’étre contractante et d’envoyer [a,b]
dans [a,b] qui est complet. Il existe donc un unique point fize de @, donc
une unique solution de f(x) = 0, qui peut étre approché par une suite
récurrente définie par xo € [a,b] et p11 = @(x,) pour n € N.

F' est contractante

Application 26 (Cauchy-Lipschitz). Soient I C R wun intervalle et
[ IxR™ —= R"™ continue et lipschitzienne en sa deuxiéme variable. Alors
tout probléme de Cauchy y' = f(t,y) et y(to) = xo admet une unique
solution maximale.

2) Etude des points fixes dans le cas réel d’ordre 1
On considére f : R — R de classe C! admettant un point fixe o € R.

Définition 27. (i) On dit que « est attractif, si | f'(«)] < 1.
(ii) On dit que « est répulsif, si |f'(a)| > 1.

Proposition 28. (i) Si« est attractif, il existe un intervalle I autour
de « tel que toute suite définie par xo € I et xni1 = f(x,) pour
n € N converge géométriquement vers ce point fize.

(i) Si « est répulsif, il n’existe pas de suite non stationnaire définie par
xo €1 et xpy1 = f(z,) pour n € N qui converge vers ce point fize.

Remarque 29. Si|f'(a)| = 1, on ne peut rien dire sur la nature du point
fixe, comme le montrent les prochains exemples.

Exemple 30. Soit f(x) = sinz sur [0, g] On a sinx < x pour x > 0.
Toute suite définie par xo € }07 g] et Tpy1 = f(zn) pour n € N et stric-
tement décroissante et minorée, donc convergente vers un point fize de f,
donc vers 0, qui est attractif.

Exemple 31. Soit f(x) = sinhx sur RY. On a sinhx > x pour x > 0.
Toute suite définie par xo € R™ et x,411 = f(x,) pour n € N diverge
vers +00, et le point fize est répulsif.

III Meéthodes itératives a un pas

1) Méthode de Newton

La méthode de Newton consiste a approcher une solution d’une équation
f(x) = 0 en partant d’une approximation plus grossiére. L’idée est de
remplacer la courbe de f par sa tangente.

Théoréme 32 (Méthode de Newton). Soient a,b € R tels que a < b, et
soit f : [a,b] — R une fonction de classe C? telle que f(a) < 0 < f(b) et
' > 0 sur [a,b]. On considére la suite (x,)nen définie par :

f'(xn)

2o € [a,b] et VneEN, zyi = d(xy) =0 —

La fonction f admet un unique zéro o €la,b|, et on a :
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(i) 1l existe € > 0 tel que, pour xo € I =]a—¢e,a+¢[, la suite (n)nen
converge quadratiquement vers «, et il existe C > 0 tel que :

VneN, |z, —a| < Clz, —af?

(ii) Si de plus f" > 0 sur [a,b], alors, pour x €]a,b], la suite (zn)nen
est strictement décroissante, et pour tout n € N on a :
f"(e)
2f'(@)

0<zpy1 —a< C(x, — a)2 et Tpil— @ (zn, — a)2

2) Meéthodes de gradient

Soit J : R™ — R. On suppose J différentiable. On cherche, s’il existe, un
élément u € R™ tel que :

J(u) = vleann J(v)

Pour cela, on utilise les méthodes de gradient. On considere la suite :
ug ER™ et VEeN, "t =uF — pF v IWh)
Il existe plusieurs possibilités pour choisir les p*, par exemple :
(i) Gradient a pas fixe : p¥ = p une constante positive fixée.
(ii) Gradient & pas optimal : p* minimise p — J (u* — pV J(uF)).
Théoréeme 33. Si J est a-convexe et différentiable, et que V J est L-

lipschitzienne, alors la méthode de gradient d pas optimal converge vers
lunique minimum de J.

Application 34. Soient A € §;F*(R), b € R" et c € R. On consideére la
fonctionnelle quadratique J : R™ — R définie par :
J(X)=(AX, X)) — (b, X) + ¢

Cette fonctionnelle satisfait les conditions du théoréme précédent. De plus,
son minimum est atteint en Xo € R™ qui vérifie V J(Xo) = AX —b=0.
On a donc une méthode itérative pour approcher la solution de AX =b.

Développements

— Méthode de Newton (32) | ]
— Algorithme de gradient & pas optimal (33) | ]
OB ]

— Connexité des valeurs d’adhérence d’une suite

[ ]
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226 - Suites vectorielles et réelles définies par une relation de récurrence
Unt1 = f(u,). Exemples. Applications a la résolution approchée d’équations.

FIGURE 3 — Méthode de Newton
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Cadre : I =]a, b[ est un intervalle ouvert de R, avec a,b € R.

I Continuité et dérivabilité

1) Continuité
Définition 1. Une fonction f: I — R est continue en xg € I lorsque :
Ve>0,36>0,Vyel, |zo—yl=|f(zo) - f(y)l <e

Autrement dit, lorsque lim,_,,, f(x) = f(zo). On dit que f est continue
sur [ si elle est continue en tout point de I. On note C°(I,R) I'ensemble
des fonctions continues de I dans R.

Lemme 2. Soit f : I — R continue en x € I, et soit g : R — R définie
et continue en f(x). Alors go f: I — R est continue en x.

Proposition 3. Si f est est continue et bijective d’un compact I dans J,
alors f~1 est continue sur J.

Exemple 4. (i) 1g nlest continue au aucun point.

(ii) Les fonctions polyndmiales sont continues.

Proposition 5. f: I — R est continue en x € 1 si, et seulement si, toute
suite (Ty)nen qui converge vers x est telle que lim,_, . f(x,) = f(x).

Exemple 6. x — cos (%) n’est pas continue en 0.
Théoréme 7. Soit xg € I, et soit f: I\ {zo} — R. Silim,_,,, f(x)
existe et vaut £, alors la fonction :

g:|I — R
oo {0 eV
{ si x=uxg

est continue en xg. g est un prolongement de f par continuité.

Théoréme 8. C°(I,R) est une R-algébre.

Définition 9. Une fonction f: I — R est uniformément continue si :
Ve>0,3>0,Va,yel, |z —y|=|flz)— fly) <e

Remarque 10. L’uniforme continuité implique la continuité, mais la
réciproque est fausse en général.

Exemple 11. z — 22 est continue sur R, mais pas uniformément.

Théoréme 12 (Heine). Toute fonction continue sur un compact y est
uniformément continue.

2) Dérivabilité

Définition 13. Une fonction f : I — R est dérivable a droite (resp. &
gauche) en zg € I lorsque la limite suivante existe :

i @) = fx0) (p - f(w)—f(xo)>

mﬂxar T — X9 €T — T
On dit que f est dérivable en x si elle est dérivable & droite et a gauche
et que les limites coincident. Dans ce cas, cette limite est notée f'(x¢). La
fonction f’ : x — f’(x) est appelée fonction dérivée de f. On dit que f
est dérivable sur [ si elle est continue en tout point de I. On dit que f est
dérivable sur I si elle est dérivable en tout point de I. On note D*(I,R)
I’ensemble des fonctions dérivables de I dans R.

Remarque 14. La dérivée n’est pas forcément continue.
Proposition 15. Toute fonction dérivable est continue.
Théoréme 16. Soient f : I — R dérivable ena et g : f(I) = R dérivable
en f(a). Alors go f est dérivable en a, et on a :
(g0 .f)(a) =g (f(a))f (a)

Corollaire 17. Si f : I — J est bijective et dérivable en a, alors f~1 est
dérivable en f(a) si, et seulement si, f'(a) # 0. Dans ce cas, on a :

ot b= f(a)

Théoréme 18. Soient f,g: I — R dérivables en a. Alors fg est dérivable
en a, et on a :

(f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a)
Corollaire 19. D(I,R) est une R-algébre.
Définition 20. Pour n > 1, on pose D"(I,R) I’ensemble des fonctions
n fois dérivables de I dans R, et C"(I,R) I'ensemble des fonctions n fois
dérivables de I dans R avec f(™) continue.
Remarque 21. C°(I,R) c D'(I,R) c C(I,R) C
C"(I,R) c D""Y(I,R) C ...
Théoréme 22 (Leibniz). Soient f,g : I — R dérivables n fois en a.
Alors fg est dérivable n fois en a, et on a :

. C D"(I,R) C

n

19" =3 (1)@

k=0
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IT Résultats fondammentaux

1) Théorémes des valeurs intermédiaires et de Rolle

Théoréme 23. Si f: I — R est continue, alors f(I) est un intervalle.

Corollaire 24. Si f : [a,b] — R est continue, avec f(a) et f(b) de signes
différents, alors l'équation f(x) = 0 admet des solutions sur [a,b].

Théoréme 25 (Darboux). Si f € DI(I,R), alors f'(I) est un intervalle.

Proposition 26. Soit f : I — R continue et dérivable en ¢ € I.Si f
admet un extremum local en ¢, alors f'(c) = 0.

Théoréme 27 (Rolle). Soit f: I — R continue sur I et dérivable sur I.
Si f(a) = f(b), alors il existe c € I tel que f'(c) = 0.

Théoréme 28 (Accroissements finis). Soit f : [ — R continue sur I et
dérivable sur I. Alors il existe c € I tel que f'(c)(b—a) = f(b) — f(a).

Corollaire 29. Soit f: I — R dérivable sur I.

(i) [ est croissante sur I si, et seulement si, ' est positive sur I.
(ii) f est constante si, et seulement si, [’ est constante égale a 0.

Remarque 30. Ces résultats sont faux si I n’est pas un intervalle :
T —% n’est pas croissante sur R, méme si sa dérivée est positive.

2) Formule de Taylor

Théoréme 31 (Taylor-Young). Soient n € N et f dérivable n fois en a.

B n (a:—a)k
Voel, f(x)—zik!

k=0

F® (@) +o((@—a)")

Théoréme 32 (Taylor-Lagrange). Soient n € N et f de classe C™ de
[a,b] dans R, et dérivable n + 1 fois sur]a,b].
; ~ (b—a)*

k=0

(b—a)"t!

e AN

Théoréme 33 (Taylor avec reste intégral). Soient n € N et f de classe
C"t de [a,b] dans R.

n —a k b _ \n
0= B+ [ e a

k=0

III Etude de certaines classes de fonctions

1) Fonctions lipschitziennes

Définition 34. On dit que f : I — R est lipschitzienne de rapport k si :
JkeR, Vayel, [f(z) - f(y)l < klz -y

Proposition 35. Une fonction de dérivée bornée est lipschitzienne.

Proposition 36. Une fonction lipschitzienne est uniformément continue.

2) Suites de fonctions

Théoréme 37. Soit (fn)nen une suite de fonctions de I dans R qui
converge uniformément vers une fonction f : I — R. Si toutes les fonc-
tions fn, sont continues en xo € I, alors c’est aussi le cas de f.
Théoréme 38. Soit (fn)n
(i) 1l existe xg € [a,b] tel que la suite (fn(zo))n converge.

une suite de fonctions C'. On suppose que :

(ii) (f))n converge uniformément sur [a,b] vers une fonction g.
Alors (fn)n converge uniformément vers f € C1([a,b]) telle que f' = g.
Théoréme 39 (Dini). Soit (f,), une suite de fonctions de [a,b] dans

R qui converge simplement vers f. Alors la convergence est uniforme si
(fn)n est monotone ou si les f,, sont croissantes.

Théoréme 40 (Weierstrass). L’ensemble des polynéomes sur [a,b] est
dense dans (C°([a,b],R), ||.|l.)-

3) Intégrales & parameétre

Théoréme 41. Soit f : Ax I = K, avec A C R un intervalle, telle que :
(i) Pour toutt € I, A — f(At) est continue sur A.
(ii) Pour tout A € A, t — f(\,t) est intégrable sur I.

(iii) g € LY (I,R),YA € A, [f(\ )] < g(t) p.p.

Alors X\ — [} f(A\,t)dt est continue sur A.

Théoréme 42. Soit f : Ax I = K, avec A C R un intervalle, telle que :
(i) Pour toutt € I, A — f(\,t) est dérivable sur A.
(i) Pour tout X € A, t — f(\,t) est intégrable sur I.

(iii) 3g € LY(I,R*), YA € A, |f'(\t)] < g(t) p.p.

Alors X+ [, f(A\,t)dt est dérivable sur A de dérivée X — [, f'(\,t)dt.
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IV Cas des distributions, dérivée faible

1) Définitions et dérivation faible

Définition 43. Soit ¢ : R — R. On appelle support de ¢ l'adhérence
de {x € R|p(x) # 0}. On pose, pour 2 C R ouvert, D(Q2) ensemble des
fonctions de classe C* sur () a support compact.

Définition 44. On dit que T': D(©2) — R est une distribution s’il s’agit
d’une forme linéaire telle que, pour tout K C ) compact, on a :

Ipk €N, 3Ck >0, Vo € D), (T, )] ()

< Ck sup Hso

n<PpK oo, K

On note D’(2) 'ensemble des distributions sur D(Q).

Définition 45. On dit qu’une suite (Ty)nen de distributions sur
converge (dans D'(Q2)) vers T € D'(Q) si

Ve € D(Q), Tim (T, ¢) = (T, ¢)

Proposition 46. La convergence L' sur tout compact est plus forte que
la convergence des distributions.

Définition 47. Pour T € D'(Q2), on note T” la distribution définie par
(T, ) = —(T,¢'). On 'appelle la dérivée de T
Proposition 48. L’application de dérivation sur D'(Q2) est bien définie

et est continue : si (T,,) converge vers T, alors (Ték)) converge vers T®)

2) Exemples et lien avec la dérivée usuelle

Proposition 49. Si f est C!, f induit Dy € D' avec Dy = (Dy)'.
Exemple 50. Soit H = 1g+. Alors H € L}, (R) et Dy = dp.

Théoréme 51 (Formule des sauts). Soit f une fonction de classe C' par
morceaux sur |a,b[. Soit a; les points ou f n’est pas C. Alors :

Df’: Df —l—Z(hm f

T—ra

— lim f(:z:)) da

T—a,;
i

Exemple 52. La fonction x — In|x| admet comme dérivée au sens des
distributions vp (%), définie, pour tout ¢ € D(R), par :
1
<vp <) ,g0> = lim de
x e—0+

lz|>e T

V Méthode de Newton

La méthode de Newton consiste a approcher une solution d’une équation
f(z) = 0 en partant d’une approximation plus grossiere. L’idée est de
remplacer la courbe de f par sa tangente.

Théoréme 53 (Méthode de Newton). Soient a,b € R tels que a < b, et
soit f : [a,b] — R une fonction de classe C? telle que f(a) < 0 < f(b) et
f'> 0 sur [a,b]. On considére la suite (x,)nen définie par :

On) =20 =50

xo € la,b] et VneN, xp4q =

La fonction f admet un unique zéro o €la,b|, et on a :
(i) 1l existe € > 0 tel que, pour xg € I =]a —¢e,a+¢[, la suite (Tp)nen

converge quadratiquement vers «, et il existe C' > 0 tel que :

VneN, |z, —a|l < Clz, —af?

(it) Si de plus f > 0 sur [a,b], alors, pour x €la,b], la suite (Xn)nen
est strictement décroissante, et pour tout n € N on a :

f"(@)

0< 21 —a<Ca,—a)? et Ty —a~ () (z, — a)?

Développements

— Théoreme de Weierstrass (40) | ]

— Méthode de Newton (53) | ]
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Cadre : I est un intervalle de R non réduit & un singleton, et C' un
convexe d’un espace vectoriel F.

I Fonctions monotones

1) Définition et premiéres propriétés

Définition 1. Une application f: D — R, ou D C R, est dite croissante
(resp. strictement croissante) lorsque :

Va,ye Dox <y= f(x) < fly) (resp.z <y = f(z) < f(y))

f est dite (strictement) décroissante si —f est (strictement) croissante.
f est dite (strictement) monotone si f est (strictment) croissante ou (stric-
tement) décroissante.

Exemple 2. x — % est décroissante sur R™* et RT™, mais pas sur R*.

Proposition 3. Une application monotone est injective si, et seulement
si, elle est strictement monotone.

Proposition 4. (i) Le produit d’une application monotone par un sca-
laire positif est monotone de méme variation.

(i) La somme de deux applications croissantes est croissante.
(iii) Le produit de deux fonctions croissantes positives est croissant.

(iv) La composée d’applications croissantes ou décroissantes est crois-
sante. La composée d’une application croissante et d’une application
décroissante est décroissante.

Remarque 5. L’ensemble des fonctions monotones n’est pas un espace
vectoriel. L’espace engendré par les fonctions monotones est l’espace des
fonctions a variations bornées.

2) Monotonie, limites et continuité

Théoréme 6. Soient f : D — R monotone, o D C R, et a € R un point
adhérent a D N]a,+oo| (resp. DN| —00,al). Alors f admet une limite a
droite (resp. 4 gauche) au point a.

Corollaire 7. Soient f : D — R croissante et a € R un point adhérent
a@ DNJa,4oo[. Alors f admet une limite finie & droite, au point a si, et
seulement si, f est minorée sur DN]a, +oo].

Théoréme 8. Soit f : I — R monotone. L’ensemble des points de dis-
continuité de f est au plus dénombrable.

Exemple 9. Posons u,(x) = %l{w(n)<x}, ot ¢ est une bijection de N
sur QNJ0,1[. Soit f(xz) =, un(x). Alors f est strictement croissante
sur [0,1] et discontinue en tout point de Q N]0, 1].

Théoréme 10. Soit f : I — R monotone. f est continue sur I si, et
seulement si, f(I) est un intervalle.

Corollaire 11. Soit f: I — R continue et strictement monotone. Alors
J = f(I) est un intervalle et f induit un homéomorphisme de I sur J.
Réciproquement, un homéomorphisme entre deux intervalles est une fonc-
tion strictement monotone.

Exemple 12. La fonction sinus induit un homéomorphisme de [—g; g]
sur [—1;1] croissant, dont la réciproque est l’arcsinus.

3) Monotonie et dérivabilité

Théoréme 13. Soit f: I — R continue, et dérivable a droite sur I.
(i) f est constante si, et seulement si : ¥t € I, f1(t) =0
(ii) f est croissante si, et seulement si : ¥t € I, f}(t) >0

(@ii) f est décroissante si, et seulement si : Vt € I, fit) <0

Théoréme 14. Soit f : I — R continue sur I et dérivable d droite sur I.
f est strictement croissante sur I si, et seulement si, f; > 0 et ensemble

{t el ‘ i) = 0} est d’intérieur vide.

Exemple 15. t — t3 est strictement croissante sur R, mais sa dérivée
t — 3t% s’annule sur R.

Théoréme 16. Une fonction monotone est dérivable presque partout.

Remarque 17. L’escalier de Cantor est une fonction monotone dérivable
presque partout, de dérivée nulle presque partout, sans étre constante.
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II Fonctions convexes

1) Définition et premiéres propriétés

Définition 18. On dit que la fonction f : C' — R est convexe lorsque,
pour tous a,b € C et tout A € [0,1], on a :

F(L=Na+Ab) < (1 =A)f(a) + Af(b)

On dit que f concave si —f est convexe. Lorsque I'inégalité est stricte
pour a # b et 0 < A < 1, f est strictement convexe. Pour a > 0, on dit
que f est a-convexe si pour tous a,b € C distincts et tout A €]0,1[, on a :

FI(T=Na+2b) < (1 =A)f(a) + Af(b) - % lla =" AL = )

Remarque 19. L’a-convexité implique la stricte convexité, qui implique
la convexité.

Remarque 20. Une fonction f : C — R est convere si l’ensemble
{(z,y) e C xR |y > f(x)} est conveze.

Exemple 21. L’application x — ||z|| est convexe

Théoréme 22. Une fonction f: C — R est conveze si, et seulement si,
pour tous x,y € C, t — f((1 —t)x + ty) est conveze sur [0,1].

Proposition 23. (i) Une combinaison linéaire da coefficients réels po-
sitifs de fonctions convexes est conveze.

(i) La composée d’une fonction conveze croissante avec une fonction
convexe est conveze.

(#ii) Une limite simple de fonctions convezes est convexe.
(iv) Le mazimum de deux fonctions convexes est conveze.
Remarque 24. Le produit de deux fonctions convexes m’est pas né-

cessairement conveze (—xz - 2% = x3), et leur composition non plus
(z +— —z)o (v — 2%) = (v — —2?)).

Proposition 25. Une fonction conveze f : I — R posséde en tout point
de I une dérivée a droite et une dérivée a gauche. De plus, les applications
[y et fy sont croissantes sur I, et f, < f,.

Corollaire 26. Une fonction convexe sur I est continue sur I.

2) Caractérisation des fonctions convexes

En dimension 1

Théoréme 27. Pour f: I — R, il y a équivalence entre :
(i) [ est convexe sur I.

(i) Pour a <b<c dansl, ona : f(bz_f(a) < f(cz_f:(a) < L=f®)

—a - c—b

f(@)—f(a)

x

(itt) Pour a € I, la fonction x — est croissante sur I\ {a}.

Corollaire 28. Une fonction de R dans R est affine si, et seulement si,
elle est convezxe et concave.
Théoréme 29. Soit f: I — R dérivable. Il y a équivalence entre :
(i) f est (strictement) conveze sur I.
(i) La fonction dérivée [’ est (strictement) croissante.
(#ii) La courbe représentative de f est située (strictement) au-dessus de

sa tangente en tout point de I.

Proposition 30. Si f est deux fois dérivable sur I, elle est alors convexe
si, et seulement si, f” > 0.

En dimension n > 1

Théoréme 31. Soit J: C' — R différentiable. Il y a équivalence entre :
(i) J est conveze sur C.
(i) Yo,y € C, (VJ(z) —VJ(y),z —y) > 0.

(iti) Va,y € C, J(x) 2 J(y) + (VI (y),z —y).

Si J est deux fois différentiable, on a aussi : <d2J(;v) -y,y> > 0.

Théoréme 32. Soit J: C — R différentiable. Il y a équivalence entre :
(i) J est a-conveze sur C.
(ii) Yo,y € C, (VJ(x) =V I(y),z —y) > alz—y|”
(i) Y,y € C, J(x) = J(y) +(VI(y),x —y) + & |z — y|*.
Si J est deus fois différentiable, on a aussi : (d*J(z) - y,y) > « [Pl
Exemple 33. Si A est une matrice symétrique définie positive, alors la

fonctionnelle quadratique J : X — (AX, X) — (B, X) est \i-conveze, ot
A1 est la plus petite valeur propre de A.
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IIT Applications

1) Inégalité de convexité

Proposition 34. Soientn € N* et ay,...,a, € RY, alors :

1l y a égalité si, et seulement si, tous les a; sont égaut.

Proposition 35 (Young). Soient p,q > 0 tels que %+% =1leta,beRT :

1l y a égalité si, et seulement si, aP = b4.

Corollaire 36 (Holder et Minkowski). Soient p,q > 0 tels que %Jr % =1
eta,b € R et f,g: E — K mesurables, alors :

Ifglly < IfI1, llglly et

Lemme 37. Soient A,B € M,(R) symétriques définies positives dis-
tinctes, et o, B > 0 tels que a4+ B =1, alors :

1+ gll, <171, + llgll,

det(aA + BB) > det(A)* det(B)”?

Application 38 (Ellipsoide de John-Loewner). Soit K un compact d’in-
térieur non vide de R"™, alors il existe un unique ellipsoide de centre 0 et
de volume minimal contenant K.

2) Optimisation

Théoréme 39. Si J : C — R est différentiable en u € C et admet un
minimum local en u, alors :

VoeC, (VJ(u),v—u) =20

Théoreme 40. On considére J : C — R.
(i) Si J est convexe, tout minimum local est global.

(ii) Si J est strictement convexe, J admet au plus un minimum global.

(iii) Si J est a-convexe, J admet un unique minimum global.

(tv) SiJ est définie sur un ouvert contenant C' et différentiable enu € C,
alors le théoréme précédent donne en fait une équivalence.

(v) Si C est ouvert, le théoréme précédent équivaut 6 V J(u) = 0.

3) Méthodes de gradient

Soit J : R™ — R. On suppose J différentiable. On cherche, s’il existe, un
élément u € R™ tel que :

J(u) = uieann J(v)

Pour cela, on utilise les méthodes de gradient. On considere la suite :
up €R™ et VkeN, uf T =uF — p*F v J(ub)

11 existe plusieurs possibilités pour choisir les p*, par exemple :

(i) Gradient & pas fixe : p¥ = p une constante positive fixée.

(ii) Gradient a pas optimal : p* minimise p — J (u* — pV J(uF)).
Théoréme 41. Si J est a-convexe et différentiable, et que V J est L-

lipschitzienne, alors la méthode de gradient d pas optimal converge vers
lunique minimum de J.

Développements

— Ellipsoide de John-Loewner (37,38) | ]
— Algorithme de gradient & pas optimal (41) [ ]
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Cadre : Soit K = R ou C. Soient u = (up)nen €t v = (vp)nen deux
suites de K.

I Convergence des séries numériques

Définition 1. On appelle série de terme général u,, la suite (S, )nen des
sommes partielles définie par S,, = ZZ:O ug. On note > u,, cette suite.
On note Ry, = Y07 ur — Sp = > _pe 11 Uk le reste de la série & Pordre n.

Définition 2. On dit que la série > u,, converge lorsque la suite (Sy,)nen
converge. Dans ce cas, sa limite est appelée somme et notée ZZOZO U,
D men Un OU D <o uy. Une série non convergente est divergente.

n

Exemple 3. Si u, = ¢" est une suite géométriqgue (¢ # 1), on a

1_gntt L. . .
S, = 1‘1q . Donc la série > u,, converge si, et seulement si, |q| < 1, et

alors sa somme est %q.

Proposition 4. Si la série Y u, converge, alors lim, . R, = 0.

Théoréme 5. L’ensemble des séries numériques est un K-espace vecto-
riel, dont I’ensemble des séries convergente est un sous-espace vectoriel.

Remarque 6. La somme d’une série convergente et d’une série diver-
gente est divergente. On ne peut en revanche rien dire de la convergence
d’une somme de séries divergentes.

Exemple 7. > (—1)" + > (1) =0.

Proposition 8. Le terme général d’une série convergente converge vers
0, mais la réciproque est fausse.

Exemple 9. Z% diverge, mais lim,, o % =0.

Remarque 10. Si u,, ne converge pas vers 0, on parlera de série gros-
sierement divergente.

Définition 11. On dit que la série > u, est télescopique s’il existe une
suite (@ )nen telle que u, = a, — ap—1. On a alors » .7 = a, — ao.

s . ) 1 . ;.
Exemple 12. La série de terme général W =S ey diverge, la série de

. 1
terme général Ty converge.

II Séries a termes positifs

On suppose que Y u, et Y v, sont des séries & terme général positif.

1) Comparaison

Proposition 13. Une série a termes positifs converge si, et seulement
si, la suite des sommes partielles est majorée. Si la série diverge, c’est
vers +0o0.

Théoréme 14. Soit « € R. > n% converge si, et seulement si, o > 1.

Théoreme 15. Si u,, < v, pour tout n € N, alors :
(i) Si > v, converge, alors > u, converge et Y o (U < Do Un.
(ii) S0y uy diverge, alors > v, diverge également.

Exemple 16. Comme ﬁ
1

gente, la suite -5 est le terme général d’une série convergente.

est le terme général d’une série conver-

Exemple 17. ﬁ > % donne que ﬁ est divergente.

Théoréme 18. Soit f : RT — R une fonction décroissante continue par
morceauz. Alors la série de terme général [ | f(t)dt— f(n) converge. En

particulier, > f(n) et ([ f(t)dt) nen 0Nt méme nature, et on a :
(i) Si > f(n) converge, alors j:il f)dt < Z,@n fk) < f:o ft)dt.
(ii) Si Y f(n) diverge, alors Y,~, f(k) ~ [' f(t)dt.

Application 19. Soient a, 8 € R. Alors > m converge si, et seule-
ment si, « > 1 ou (a =1,8>1).

Théoréme 20. Notons S,(u), Ry(u) (resp. Sn(v), Rn(v)) les sommes
partielles et restes associés a u (resp. v). Alors :

Zvn<oo

neN neN
Up = 0 (Vy) R, (u) = o (Ry(v))
un = O (vn) || Rn(u) = O (Rn(v))
R, (u) ~ Ry (v)

Up ~ Unp
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2) Critéres de convergence

Théoréme 21 (Reégle de Cauchy). On pose L = limsup,, ., /un.
(i) Si L <1, alors Y uy, converge absolument.
(ii) Si L > 1, alors Y uy, diverge.

2
Exemple 22. La série (1 — %)n converge.

Théoréme 23 (Regle de d’Alembert).
d’un certain rang. On pose { = liminf, o “*= et L = limsup,,_,

Supposons u, non nul & partir
Un+1
Uy

(i) Si L <1, alors Y uy, converge absolument.
(i) Si € > 1, alors > u, diverge.
. n+1
Exemple 24. Poura > 0, on alim, 4 ‘;T X an

7 . Ve Ve n .
donc la série de terme général <~ converge si a <1 et diverge si a > 1.

11mn~>+oo n+1 =a,

Théoréme 25 (Regle de Raab- Duhamel) Supposons u,, non nul a partir

Un+1 3 ~
d’un certain rang. Si = 1+n+o(" )’ il existe A > 0 tel que u,

ne’

IIT Séries a termes quelconques

1) Absolue convergence

Définition 26. On dit que Y u, est absolument convergente si > |uy|
est convergente. Une série convergente et non absolument convergente est
dite semi-convergente.

Théoréme 27 (Riemann). Soit Y u, une série réelle semi-convergente
et a € R. Il existe une permutation o de N telle que la série Zug(n) soit
convergente de somme o.

Proposition 28. Soit Y u, une série absolument convergente. Pour
toute permutation o de N, on a )y Us(n) = D pen Un-

Proposition 29. ’ZneN un’ <

ZnEN ‘un|

Proposition 30 (Produit de Cauchy). Si > u, et > v, sont absolu-
ment convergentes, alors la série de terme général w, = ZZ:O Uk Vp— ks
est absolument convergente, et on a :

(Zw)(5e)-2

D wn

Application 31. exp : C — C* est un morphisme de groupes.

2) Séries alternées

On suppose que pour tout n € N, u,, > 0.

Définition 32. Les séries alternées sont des séries de la forme > (—1)"u,,.
Proposition 33. Si la suite (un)nen est décroissante et converge vers 0,
alors la série alternée converge, et on a |Ry| < ani1 pour tout n € N.

L . L (71)"
la série alternée ) =

Exemple 34. En prenant u, = %, converge.

In(2)2
2

Application 35. 7 (—1)"22 = yIn2 —

Proposition 36 (Abel). Supposons que u, = anvy,, 0t (an)nen est une
suite décroissante de réels positifs tendant vers 0 et v, est le terme gé-
néral d’une série bornée (c’est-a-dire telle que la suite (3 ;_oUn)nen est
bornée). Alors > u, est convergente.

Exemple 37. La série de terme général < ag , o0 0 € R\ 27Z, est conver-

gente pour o > 0.

IV Séries entiéres

Définition 38. On appelle série entiere toute série de fonctions de la
forme Zn>0 a,z™ ou z est une variable complexe, et a,, € C.

Définition 39. Soit > a,z" une série entiére. On appelle rayon de
convergence de Y a,z" le réel R défini par :

R=sup{r e RY|3IM € R,Vn €N, |a,|[r" < M}

Théoréme 40 (Abel angulaire). Soit > a,z™ une série entiére de rayon
de convergence 1 telle que > a,, converge. On note f sa somme et :

Ag:{z€C|1—z:pew,p>O, lo| <6} pour 0<9<g

Alors :

Jig £2) =2 an

z€EAg n=0
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Application 41. (2;2: =arctan(l) = § et ) % =In(2)
n=0 n>1
Théoréme 42 (Taubérien faible). Soit f la somme d’une série entiére
> anz™ de rayon de convergence 1. On suppose que lim f(z) = € existe,
r—1—
et a, = o (%) Alors Y ay, converge et £ =3 ay.
n=0
Application 43 (Nombres de Catalan). On note C,, le nombre de pa-

renthésages possibles d’un produit de n+1 facteurs. On a alors la relation

C, = 22;11 CyCr_pi, et on obtient C,, = %4-1(2:)

Application 44 (Nombres de Bell). Pourn € N*, on pose By, le nombre
de partitions de Uensemble [1,n] avec la convention By = 1, alors :

VkeN, B —1Z”k
) k_e n

n=0

Développements

— Théorémes d’Abel angulaire et taubérien faible (40,42) | ]
— Nombres de Bell (44) | ]
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Cadre : Soit K =R ou C. Soit n € N*.

I Eléments d’analyse matricielle

1) Norme matricielle

Définition 1. On appelle norme matricielle toute norme sur ’espace
M, (K). On dit qu'une norme matricielle est sous-multiplicative lorsque,
pour tous A, B € M, (K), on a [|[AB|| < [[A] || B]|-

Définition 2. Soit ||.|| une norme vectorielle sur K". L’application
1] : Mn(K) — R définie pour A € M,,(K) par :

[Av] [ Av]|
= sup

Al = sup = sup |[Av||
veK™ veK™ veK™
v#£0 llvll <1 [lvfl11

est une norme matricielle multiplicative,dite subordonnée a la norme ..

Proposition 3. Soit |||.|| une norme matricielle subordonnée d la norme
II.Il. Pour tout v € K™ et tout A € M,(K), on a ||[Av] <|||A]||||v]|-

Définition 4. Pour p € [1, +0o0], on définit la norme |||, par :

1
n P
— P ; — .
ll, <4§1lvz|> sip<too et o]l = max fu
=

On notera ||.[|, la norme matricielle subordonnée associée.

Proposition 5. Soit A € M,,(K). Alors :
(i) Pour toute norme subordonnée ||.||, on a ||L.|| = 1.
(i1) (1Al = maxi<j<n 325 ai]

(ii1) Al = maxici<n 35—y @il

Contre-exemple 6. La norme A — v/ A*A n’est pas subordonnée.

Proposition 7. Soit ||.|| une norme subordonnée et B € M, (K) telle
que ||B|| < 1. Alors I, + B est inversible et H‘(I—i—B)_lH’ = m.

2) Rayon spectral
Soit A € M,,(K).

Définition 8. On note Ay, ..., \, € C les valeurs propres de A. On définit
le rayon spectral de A par p(A) = maxiign |Ail-

Exemple 9. Si A = (% 9421 122), on a p(A) = 2.

Proposition 10. On a ||Al|, = \/p(A*A) = \/p(AA*). De plus, si U
est unitaire, alors ||A||y = [|[UA||, = ||AU||, = |U*AU||,. Enfin, si A
est normale, alors ||Af|y = p(A).

Exemple 11. Si U € M, (K) est unitaire, on a ||U|||, = 1.
Théoréme 12. Pour toute norme matricielle ||.||, on a p(A) < ||A]|-

Théoréme 13. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) limp_ 100 AF =0 (iii) p(A) <1
(i) Yv € K", limj_, 100 AFv =0 () Y5y A" converge.
(v) Il existe une norme subordonnée telle que ||A|| < 1.
Dans ce cas, on a (I, — A)~t =372 A

3) Conditionnement
Soit A € GL,,(K). Soit ||.|| une norme matricielle subordonnée a ||.||.

Proposition 14. Soient b € K" \ {0} et z € K" la solution de
Ax = b. Pour une perturbation 6b de b, x + dx désigne la solution de
A(x 4 0x) = b+ 6b. Alors :

6] 1 [160]]

< AT AN e

[l 4= gl
Définition 15. On appelle conditionnement de A relativement ||.|| le
nombre cond(A) = |||[A7|| [|Al|. Lorsque .|| = [I[ll,,» on note cond,(A).

Exemple 16. Si A est unitaire, condy(A) = 1.
Proposition 17. Soit a € K*. Alors :
(i) cond(A) = cond(A~1) (iii) cond(A) > 1
(i) cond(l,) =1 (iv) cond(aA) = cond(A)

maxjxegp(a) |Al

Proposition 18. Si A est hermitienne, condy(A) = i conca) 1]
P
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II Systémes linéaires : méthodes directes

1) Meéthode de Gauss
Méthode 19 (Gauss). On souhaite résoudre le systéme Ax = b, oi
AeGL,(K) etbeK".
(i) Processus d’élimination, qui équivaut & déterminer M € GL,(K)
telle que M A soit triangulaire supérieure.
(ii) On calcule simultanément le vecteur Mb.
(iii) On résout le systéme M Az = M B.

Remarque 20. En pratique, on ne calcule pas M, mais M A et Mb.

(3,%62) etb =
-4 21

52 1 . .
MA = 8—08; et Mb="(12 -13 27).

Exemple 21. Pour A = ‘(12 -13), on trouve

4
Théoréme 22. Soit A € M, (K). Il existe au moins une matrice
M € GL,(K) telle que M A soit triangulaire supérieure.

Corollaire 23. Pour A € GL,(K) et b € K", il existe une matrice M
telle que l’on puisse résoudre le systéme M Ax = Mb par une méthode de
remontée.

2) Factorisation LU

Théoréme 24. Soit A = (a;j)1<ij<n € Mn(K) telle que les n sous-
matrices diagonales A, = (a; j)1<i i<k € Mi(K) soient inversibles. Alors
il existe une matrice triangulaire inférieure L dont les termes diagonauz
valent 1 et une matrice triangulaire supérieure U telles que A = LU.
Cette factorisation est unique.

5 21
Exemple 25. ( 5 —6 2) = ( 1
—4 21
Méthode 26. On souhaite résoudre le systéme Ax =0, o A € GL,,(K)
et b € K", grace a la factorisation LU.
(i) Ecrire A= LU.
(i) Trouver y € K" tel que Ly = b.
(iii) Trouver x € K™ tel que Uz = y.

‘(12 -13), on trouve

Exemple 27. Pour A = (24 26%) et b =

y="(121138) etz ="(123).

IITI Systemes linéaires : méthodes itératives

1) Généralités et notions de convergence

Méthode 28. On cherche a approximer la solution x du systéme Ax = b,
ot A € GL,(K) et b € K". On pose pour cela A = M — N, ou
M € GL,(K) est facile a inverser (diagonale, triangulaire, orthogo-
nale...). On obtient la méthode itérative :

2D = MINZ® 4 M1 = F(2®) (M)

Si la suite (x(’“))keN converge vers x°°, alors x> est solution de Ax = b.
De plus, °° est un point fixe de F.

Définition 29. Soient A = M — N et ||.| une norme sur K”. La méthode
itérative (M) est dite convergente lorsque :

Vb e K", Vo ¢ K", lim Hx(k) - xH —0
k—o0

Remarque 30. En posant e®) = z¥) — x ¢t B = M~'N, on a
e D) = Bek) et la méthode itérative (M) converge ainsi lorsque, par
exemple, p(B) < 1.

2) Méthode de Jacobi

Définition 31. On considere la décomposition A = M — N, avec M = D
et N = FE + F, ou les matrices D, E, F' sont définies comme suit :

(D)i; = a;; sii=j, 0sinon

(—E)i; =a;; sii>j, 0sinon

(*F)i,j = Qi,;j sit < Js 0 sinon

On appelle matrice de Jacobi la matrice J = M ~1N obtenue & partir de
la décomposition précédente : J = D"Y(E+ F) =1, — D1A.

Remarque 32. La méthode itérative (M) devient alors :
Dz = (E + F)z™ +b J)

Théoréme 33. Si la matrice A est & diagonale strictement dominante,
alors la méthode de Jacobi converge.

Exemple 34. Si A = ( i %), la méthode de Jacobi converge si |a| < %
a

Q-
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3) Méthode de gradient

Caractérisation de ’a-convexité

Définition 35. Pour a > 0, on dit que la fonction f : C — R est
a-convexe si pour tous a,b € C distincts et tout A €]0,1[, on a :

F((L = Na+2b) < (1= X (@) + AF(b) = 5 la = bl* A1 = N)

Théoréme 36. Soit J: C — R différentiable. Il y a équivalence entre :

(i) J est a-conveze sur C.
(ii) Va,y € C, (VJ(x) =V J(y),x —y) > alz—y*.
(iii) Y,y € C, J(x) = J(y) + (VI (y),x —y) + § o —yl*
Si J est deus fois différentiable, on a aussi : (d*J(z) - y,y) > « llyl|?.

Méthode de gradient

Soit J : R®™ — R. On suppose J différentiable. On cherche, s’il existe, un
élément u € R” tel que :

J(u) = vieann J(v)

Pour cela, on utilise les méthodes de gradient. On considére la suite :
up €R™ et VEkeN, uf Tl =k — pF v (W)

Il existe plusieurs possibilités pour choisir les p*, par exemple :

(i) Gradient & pas fixe : p¥ = p une constante positive fixée.

(ii) Gradient a pas optimal : p* minimise p — J (u* — pV J(uF)).
Théoréme 37. Si J est a-conveze et différentiable, et que V J est L-

lipschitzienne, alors la méthode de gradient d pas optimal converge vers
lunique minimum de J.

Application 38. Soient A € S T(R), b € R" et c € R. On considére la
fonctionnelle quadratique J : R™ — R définie par :

J(X) = (AX,X) — (b, X) +c

Cette fonctionnelle satisfait les conditions du théoréme précédent. De plus,
son minimum est atteint en Xo € R™ qui vérifie VJ(Xy) = AX —b=0.
On a donc une méthode itérative pour approcher la solution de AX = b.

IV Recherche d’éléments propres

1) Localisation des valeurs propres

Définition 39. Soit A = (a; ;) € M,,(C). Le i-ieme disque de Gerschgo-
rin est le disque fermé de centre a; ; et de rayon r; = >0, 3=, |ai ;-

Théoréme 40. Les valeurs propres d’une matrice complexe sont situées
dans la réunion des disques de Gerschgorin.

2) Méthode QR

Théoréme 41. Soit A € GL,,(K). I existe une matrice unitaire Q et une
matrice triangulaire supérieure R telles que A = QR. De plus, on peut
s’arranger pour que les éléments diagonaur de R soient des réels stricte-
ment positifs. La factorisation QR correspondante est alors unique. Cette
factorisation forme un homéomorphisme Uy, (C) x T,F (C) — GL,(C).

Théoréme 42 (Méthode QR). Soit A € GL,,(K) diagonalisable. On sup-
pose que ses valeurs propres sont de modules distincts et on les classe par
modules décroissants : |A1] > [Aa] > ... > |A\n]. On construit la suite :

A=A
{Ak+1 = RpQr ot A = QrRy est la décomposition QR de Ay

On suppose qu’il existe P € GL,(K) tel que A = PDiag(A1,..., )P~}
et P~ admet une décomposition LU. Alors la diagonale de A, converge
vers Diag(A1, ..., An), et les coefficients sous la diagonale tendent vers 0.

Développements

— Algorithme de gradient & pas optimal (37) [ ]

— Méthode QR (42) | ]
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Cadre : Soient (X, A, 1) un espace mesuré, K =R ou C, p € [1,+0o0] et
q son exposant conjugué tel que % + % =1.

I Construction de ’intégrale de Lebesgue

1) Intégrale de fonctions étagées
Définition 1. Une fonction f: X — K est dite étagée si elle est mesu-
rable et ne prend qu’'un nombre fini de valeurs.
Remarque 2. Les fonctions étagée sont les fonctions de la forme :

= Zai]]‘Ai avec I fini, a; € K, (4;)ier partition A-mesurable de X

iel

Définition 3. Soit f: X — K une fonction étagée. L’intégrale de f par
rapport a la mesure pu est définie par :

[ ran= ¥ auif-ape®
aef(X)
Proposition 4. Soit f: X — K une fonction étagée. Pour toute décom-

position de la forme f =3, a;la,, ona:

/ fdp=> a;p(A

i€l
Remarque 5. On a : / fdu<oos u({f#0}) < oco.
X

Proposition 6. L’intégrale des fonctions étagées positives est additive,
croissante et homogéne positive.

Proposition 7. Soient A, B € A, f étagée positive. On pose :

/Afdu:/XJlAfdu

Si A et B sont disjoints, on a alors :

/AUdeu=/Afdu+/deu

Proposition 8. Soit (E,),>1 une suite croissante d’éléments de A telle
que X = Un>1 E,. Alors, pour toute fonction f étagée positive, on a :

lim f dp = / fdu

n—oo

2) Intégrales de fonctions mesurables positives

Définition 9. Pour f : X — R+ mesurable, on pose :
/ fdp = sup {/ pdu ’ o < f, p étagée positive}
X X

On dit que f est intégrable si [, fdu < oc.

Remarque 10. Lorsque f est étagée positive, cette définition coincide
bien avec la premiere. De plus, cette intégrale est croissante.

Théoréme 11 (Beppo Levi). Soit (X, A, u) un espace mesuré et (fn)n
une suite croissante de fonctions mesurables positives, alors :

lim f, est mesurable et/ lim f,dp = lim / fndu
b'e n—oo X

n— oo n— oo

Proposition 12. L’intégrale des fonctions mesurables positives est addi-
tive, croissante et homogéne positive.

Proposition 13. Soit f : X — R+ mesurable, alors :
[ fdu=0= (s 20p) =0
X

Définition 14. Deux fonctions mesurables f et g coincident presque par-
tout, noté f = g p.p., si elles différent sur un ensemble négligeable.

Proposition 15. Soient f,g: X — RT mesurables. Si f = g p.p., alors
Jx fdu= [y gdpu.

Proposition 16 (Markov). Soit f : X — RT mesurable, alors :

/fdu

Va>0, u{f
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3) Fonctions intégrables

Définition 17. Une fonction mesurable f : X — K est dite intégrable si
| f| est intégrable. On note % (X, A, u) ou % (1) Pensemble des fonction
de X dans K qui sont intégrables.

Définition 18. Pour f € £ (X, A,pn), on note fT = max(0, f) et
f~ = —min(0, f). On définit alors :

/deu=/Xf+du—/Xf‘du

Si f e LHX, A, p), alors Re(f),Im(f) € L3 (X, A, ), et on pose :

/X fdu = /X Re(f) dp + i /X m(f) dp

Exemple 19. Sur (N, P(N)) muni de la mesure de comptage m, on a :

3 funl <oo}

=1

fﬂé(N,”P(N),m) = EI(N) = {(un)neN

Théoréme 20. L'espace L (X, A, ) est un K-espace vectoriel, ot ’in-
tégrale est une forme linéaire positive, et donc croissante.

Proposition 21. Pour f € £} (p), ona | [y fdp| < [ |f]|dp, avec éga-
lité si, et seulement si, il existe o« € K de Module 1 tel que f = alf| p.p..

4) Lien avec ’intégrale de Riemann
Théoréme 22. Soient [ : [a,b] — K intégrable au sens de Riemann.
1l existe g € £ ([a,b], B([a,b]),\) égale presque partout a f et telle que
f flx)dx = f 3 99X En particulier, si g :
alors g est Lebesgue-intégmble, et f[a p 9dA = G(b)

[a,b] — K est continue,
— G(a), ot G est une
primitive de g.

Remarque 23. Ce dernier théoréme se généralise mal aux intégrales im-
propres. Le sinus cardinal est Riemann intégrable sur R, mais pas au sens
de Lebesque.

n

Exemple 24. lim (1 — E) e dx = / ela—Dz g,
0 0

n—00 n

II Théoremes de convergence

1) Lemme de Fatou et convergence dominée

Théoréme 25 (Lemme de Fatou).
mesurables positives, alors :

0< / liminf f, dp <
X

n—oo

Soit (fn)nen une suite de fonctions

hm mf/ fndp < +o00

Application 26. Si (f,)nen est une suite de fonctions intégrables, et que
sup [ |fn|dX < 00, alors lim,_, f, est intégrable.

—lz|
n

Remarque 27. I faut la positivité, contredit le lemme de Fatou.

Théoréme 28 (Convergence dominée). Soit (fy,), une suite de fonctions

intégrables et f: X — K telles que :

(i) fn(z) = f(x) ppp.

(i) 3g € L3 (X, A, 1), ¥n € N, | f(2)] < g(x) g p.p.
Alors f € LH(X, A ) et 1i_>m Jx fadp = [ fdp.

Application 29. Soit f dérivable partout sur [0,1], de dérivée bornée.
Alors [ f/(t)dt = f(1) — £(0).
2) Application aux séries de fonctions

Théoréme 30. Soit (p,)nen une suite de fonctions mesurables.
(i) Siles oy sont positives, alors :

/. <an> =Y [ oo

neN neN

(i) Si Y ,en [x lenldp < 400, alors les fonctions ¢n, Y-, oy lenl €t la
fonction définie pu p.p. Y, ©n sont intégrables, et :

/(Z%) dp = Z/ Pndp

neN neN

Application 31 (Lemme de Borel-Cantelli).
de parties de A, alors :

> (A,

neN

Soit (An)nen une famille

) < 400 = <1imsupAn> =0
neN
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IIT Espaces L?

1) Définitions et premiéres propriétés

Définition 32. Pour tout réel p > 0, on définit le K-espace vectoriel :

[ e < +oo}
X

Sauf situation ambigué, on privilégiera la notation plus concise £ (u).

LEX, A p) = {f : X — K mesurable

Exemple 33. Dans le cas de la mesure de comptage, cette définition
donne les espaces Uk (N) des suites de puissance p sommable.

Proposition 34. Soient 0 < p < q des réels.
(i) Sip est finie, alors LF (1) D L8 (1).
(ii) Si on considére la mesure de comptage sur N, alors ti (N) D (f (N).

Remarque 35. Il n’y a pas, en général, d’inclusion entre les espaces LP.

Définition 36. Pour toute fonction f : X — K et tout p > 0, on définit :

||f|p< /X Ifl”du> (comvention : oof = oo)

Théoréme 37 (Holder). Soient f € ZF (1) et g € LE(p), ot %+% =1.
Alors || fally < [If11, lgll,-

Théoréme 38 (Minkowski). Soient p € [1,4o00[ et f,g € Z§ (). Alors
1 +gll, < 171, + llgll,-

Définition 39. Pour 1 < p < +o0, on définit L () comme Pespace
vectoriel normé quotient de .2 (1) par les fonctions presque nulles. On
associera par abus de langage un élément de £ (1) & sa classe dans L (p1).

Définition 40. On définit le supremum essentiel de f : X — R+ par :
Ifllo = supess(f) = inf {M > 0[u({f > M})=0}>0
On note .£2° (1) Vensemble des fonctions essentiellement bornées.

Définition 41. On définit L (i) comme l'espace vectoriel normé quo-
tient de .Z2°(u) par les fonctions presque nulles.

Remarque 42. En considérant 1 et co comme exposants conjugués, on
retrouve les inégalités de Holder et de Minkowski.

Théoréme 43 (Riesz-Fischer). Pour tout 1 < p < +oo, L (u) est un
espace de Banach.

2) Convolution, densité et régularisation

Définition 44. On appelle convolution de f et g la fonction f * g définie
par fxg(z) = [pa f(y)g(z — y) dy lorsque celle-ci est bien définie.

Proposition 45. (i) fe L', ge L? = | f xgll, < fll, llgll,-
(i) fel?, ge L= |fxgllo <Ifl,lgll,-
Proposition 46. (L', +,*) est une algébre de Banach.

Définition 47. Une suite (p,)nen de fonctions positives de L' d’inté-
grale 1 sur R? est une approximation de I'unité si elles sont d’intégrale 1
sur R?, et si, pour tout € > 0, lim,,_, o0 f{\z\>a}] pn = 0. Si les p,, sont C*
a support compact, on parle de suite régularisante.

Théoréme 48. Soient f € LP(R?) et (p,)n une approvimation de l’iden-
tité (p € [1,+00]), alors BI—F (pn * f) = f dans LP(R?).

Théoréme 49. Pour tout p € [1,+oo[, C°(R?) est dense dans LP(RY).

3) Cas particulier de L?

Définition 50. L’application (f,g) — (f, g>L§ = [y fgdp définit un
produit scalaire. On note ||.||;2 = ||.||, la norme associée.
K

Corollaire 51. (L%{(,u), (., )L%() est un espace de Hilbert.

Théoréme 52. Soient I un intervalle de R et p une fonction poids. S’il
existe a > 0 tel que f[ el p(x)dx < oo, alors les polynémes orthogonauz
associés a p forment une base hilbertienne de L?(I, p).

Développements

— Théoreme de Riesz-Fischer (43) [ ]

— Densité des polynémes orthogonaux (52) [ ]
Références
[ ] M. Briane et G. Pages. Théorie de l'intégration. Vuilbert

[ | H. Brezis. Analyse fonctionelle. Masson
[ ] V. Beck, J. Malick, et G. Peyré. Objectif Agrégation. H&K
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Cadre : (X, A, 1) est un espace mesuré, E un espace vectoriel normé.

I Limites et intégration

1) Suites de fonctions

Définition 1. Soit f : X — E bornée. On introduit la norme uniforme
| flloo = sup.ex ||f(2)|lz- On dit que (f,), converge uniformément vers

fsilimy oo || fn — fllo =

Théoréme 2. Soit (f,), une suite de fonctions continues d’un segment
[a,b] C R dans un espace de Banach E, qui converge uniformément vers
f surla,b], alors on a :

lim f(z) = hm fn(x0)

T—x0 n—

b
/ ftydt = lim [ f,(t)dt

Exemple 3. La suite (a:»—> (1 E) )n

n

(x — e ®) sur [0,1], donc : lim, o0 fol (1-2)"d

converge uniformément vers
— —T j— — =
= fo e fdr=1—1

Corollaire 4. Si Y g, est une série de fonctions continues de [A,b] C R
dans un Banach E qui converge normalement vers g sur [a,b], alors :

[ Zn= 3 Lo

n=0 n>0

Théoréme 5 (Beppo Levi). Soit (X, A, u) un espace mesuré et (fn)n
une suite croissante de fonctions mesurables positives, alors lim, o fn
est mesurable et [ limy, o frndp = limp oo [y frdp.

fo (1 — 7) e*®dx pourn € N et a € R,
e(o‘ Dz gy = ﬁ st a <1 et 400 sinon.

Application 6. Soit I,(
alors limy,— 00 In () = fo

Théoréme 7 (Lemme de Fatou). Soit (X, A,u) un espace me-
suré et (fn)n une suite de fonctions mesurables et positives, alors
fX liminf, . frndp < liminf, . fX fndu.

Application 8. Soit (), une suite de fonctions intégrables simplement
convergente vers f telle que sup,, fX |fnldp < co. Alors f est intégrable.

Application 9. Soit f croissante sur [0,1], continue en 0 et 1, dérivable

(t)dt < f(1) = f(0).

presque partout sur [0, 1], alors fo

Théoréme 10 (Convergence dominée). Soit (fy)n une suite d’éléments

de LY(X,C,p) et f: X — C telles que :
(i) fn(z) = f(x)pp.p.
(i) 3g € L'(X,R*, 1), Yn € N, | fn(z)| < g(x) p p.p.
Alors f € LYX,C,p) et limy_yo0 [y frdp = [y fdp.
Application 11. Soit f dérivable partout sur [0,1], de dérivée bornée.
Alors [ f/(t)dt = f(1) — £(0).
Théoréme 12 (Fubini-Tonelli). Soient (X, A, u), (Y,B,v) des espaces
mesurés, \=u v, et f: X XY — R A-mesurable positive, alors :
(i) z+— fy
(it) y — fx

x,y)dp(x) est v-mesurable et positive.
De plus, on a :

L (oo [

Théoréme 13 (Fubini). Soient (X, A, u), (Y,B,v) des espaces mesurés,
A=p®uv, et f: X xY — R A-intégrable, alors :
(i) La fonction z — [, f(
x € X et est intégrable.
(i) La fonction y — [y f(
y €Y et est intégrable.

x,y)dv(y) est u-mesurable et positive.

x,y)dv(y) est définie pour p-presque tout

x,y)du(z) est définie pour v-presque tout
De plus, on a :

f 0= [ )= (] e

Théoréme 14. Soit (fn)n une suite de fonctions mesurables d valeurs

dans R ou C.
(i) Si¥n eN, fn, >0, alors [
(i) Si

grables, et fX

En>0 fndp = Zn>0 Jx fndp.

Yonso Jx | fnldp < 00, alors fr, 30,50 | fal €t 30,50 fn sont inté-
z:ngofﬁdﬂ:::E:ngojk’fndﬂ-

Application 15 (Borel-Cantelli). Soit (A,)n
rables de X, alors :

> (A,

n=0

une suite de parties mesu-

) < 400 = p(limsup A,) =

n—oo
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2) Intégrale a parameétre
Soit f: Ex X — K.

Théoréme 16. Soit ug € E. On suppose que :

(i) Pour tout u € E, x v+ f(u,x) est mesurable.

(i) Pour presque tout x € X, u — f(u, ) est continue en ug.
(i) 3g € LY(X,RY),Vu € E,|f(u,z)| < g(z) p.p.

Alors u— [y f(u,x)du(x) est définie pour tout u € E et continue en ug.

Théoréme 17. On suppose que E est un intervalle non vide de R, et :
(i) Pour tout u € E, x — f(u,x) est p-intégrable.
(i) Pour presque tout x € X, u — f(u,x) est dérivable sur E.
(ii) 3g € Ll( ),
Alors F(u fX
E, de derwee F'(

5L(u, x)‘ < g(z) pp.
U, T d,u ) est définie pour tout uw € E et dérivable sur

= [ gk (u,x)du(w).

Corollaire 18. Soient A C R un intervalle et Ja,b[C R un segment. Soit
f:AX][a,b] = E, alors F : x — f: f(z, t)dt est continue. Si de plus %
existe et est continue sur A x [a,b], alors F est C' et pour tout x € A, on
o F'(z) = [} 9L (x,t)dt.

RT™ — R

Exemple 19. Soit N f(;)o pe—lo—tgy

alors T est de

classe C*° sur RY*, et on a :

VneN, Vo e R, I (z) = / (Int)"e~"t"tdt
0

II Limites et séries

On voit les séries comme des intégrales pour la mesure de comptage.

1) Séries de fonctions

Théoréme 20. Soit (f,), une suite de fonctions continues sur A C R.
Si > fn converge uniformément sur A, alors Y f, est continue sur A.

Exemple 21. Sur [0,1], on pose f, : x — a"(1 — x) continue. Y fn
converge simplement sur [0,1] vers f: x> 1o [, qui est discontinue.

Théoréme 22. Soient I un intervalle et (fn)n une suite de fonctions
dérivables sur I. On suppose que :

(i) > fn converge simplement sur I
(ii) > fl, converge uniformément sur I

Alors > fn converge uniformément sur toute partie bornée de I, et > fy,
est dérivable sur I de dérivée ., fI.

2) Séries entieres
Définition 23. Soit > a,z" une série entiere. On appelle rayon de
convergence de Y a,z" le réel R défini par :
R=sup{r e RT |3M € R,Vn € N, |a,|[r" < M}
D(0, R) s’appelle le disque de convergence de Y a,z2™.

Proposition 24. Soit Y a,z" série entiére de rayon de convergence R.
(i) Pour tout z € D(0,R), > anz" est absolument convergente.
(i) Pour tout z € C\ D(0,R), Y anz" diverge.

(#ii) Pour tout r €]0, R[, > a,2z™ converge normalement sur D(0, 7).

Remarque 25. On ne peut rien dire si |z| =

Théoréme 26. L’application [, appelée somme de la série entiére
> anz™, définie par :
f:|D0O,R) — C

n
z — En:O anz”

est de classe Ct. De plus, sa dérivée est donnée par :

n—1

f'+| DO,R) — C
z — > nanz

Théoréme 27 (Abel angulaire). Soit Y a,2z™ une série entiére de rayon
de convergence 1 telle que Y a, converge. On note f sa somme et :

Gz{ze(Cll—z:pei“’,p>0, lo| <6} pour 0<9<g

Alors :

Jig £2) =2 an

z€EAg n=0
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Application 28. > G

s —1)n—1
n>0 2n+1 =arctan(l) = J et 3,4 (=1) = In(2)

n

Théoréme 29 (Taubérien faible). Soit f la somme d’une série entiére
> anz™ de rayon de convergence 1. On suppose que lim, - f(z) = £
existe, et a, = 0 ( ) Alors > a, converge et £ = Zn20 Q.

III Applications

1) Holomorphie

Théoréme 30. Soient (X, A, 1) un espace mesuré Q un ouvert de (C
et f:Qx X — C. Posons pour tout z € Q F(z fX (z,x)du(x), e
supposons que :

(i) Vz € Q, x — f(z,x) est mesurable
(i) Vo € X, z— f(z,x) est holomorphe

(iii) Pour tout compact K de 0, il existe g € L'(X) telle que pour tous
zeK etxeX, |f(z2)] < g(z)

Alors F est holomorphe sur ), et pour tous z € Q etn € N :

P = [ S ot

Application 31. Soit P = {z € C|Re(z) > 0}. On définit sur P la fonc-

tion holomorphe :
—+oo
I'(z) =/ e P at
0

2) Séries de Fourier

Définition 32. Soit f : R — C continue par morceaux et 2w-périodique.
Les coefficients exponentiels de Fourier de f sont :

1 2

alf) =5 [ Fwetd (nez)

En posant e, : t — e la série de Fourier associée & f est la série
trigonométrique ) -, cn(f)e_n.

Proposition 33 (Riemann-Lebesgue). Si f est continue par morceauz et
2m-périodique, alors lim,|— 4o cn(f) = 0.

Théoréme 34. La famille (e,)nez est une base hilbertienne de l’espace
des fonctions 2w-périodiques de carré intégrable sur [0,27]. On a en par-

ticulier :
Z Cn (f )2

ne”L

1 2
713 =

Proposition 35. Si f est C' par morceaus et 2m-périodique, alors la série

de Fourier de f converge simplement vers la régularisation f de f donnée

pour x € R par f(z) = M

Remarque 36. L’hypothése C' par morceaux est nécessaire.

Théoréme 37. Si f est continue, C' par morceauz et 2w-périodique, alors
la série de Fourier de f converge normalement vers f.

Théoréme 38. Pour ug € L?(T), on considére I’équation différentielle :

ou (9 u — 0
ot ox?
{ u(07 ) = Uo

sur RY™* x T (%)
dans L?(T)

11 existe une unique solution u de (x) de classe C* sur R** x T, avec uf(t, .)
tendant vers ug dans L*(T) quand t tend vers 0.

Développements

— Théoremes d’Abel angulaire et taubérien faible (27,29) | ]

— Equation de la chaleur sur le cercle (38) [ ]

Références

[ | X. Gourdon. Les Maths en Téte : Analyse. Ellipses

[ ] V. Beck, J. Malick, et G. Peyré. Objectif Agrégation. H&K

[ ] M. Briane et G. Pages. Théorie de ’intégration. Vuilbert

[ ] M. El Amrani. Suites et séries numériques, Suites et séries de
fonctions. Ellipses

[ ] B. Candelpergher. Calcul intégral. Cassini

*SOTRISOIUI,P 19 SO}IUWII[ 9P UOISIOAIDIUL, P SOWR[(OIJ - GET



061

I Méthodes de calcul directes

1) Calculs de primitives

,b] = R admet des primi-
dt = F(b) — F(a).

Théoréme 1. Toute fonction continue f : [a
tives. Si F est une primitive de f, on a fab f(@t)

Exemple 2. Poura > 1, on a f1+°° =dt =

1+a”

Exemple 3. Pour x € R, on a f; 1Jrﬁdt = arctan .

Proposition 4. Soit f € K(X) non nulle (K = R ou C). Ecrivons
f= %, avec N, D € K[X] premiers entre eux et D unitaires. Ecrivons
D =TI, D" sa décomposition en facteurs irréductz'bles Alors f s’écrit

de maniére unique sous la forme f = E+Y 1 | > avec E € K[X],
Ai,j S K[ ] et deg(Ai,j) < deg( 1)

leJ7

Application 5. Pour calculer une intégrale d’une fraction rationnelle
réelle, on la décompose en éléments simples. Il suffit alors de connaitre
les intégrales suivantes, pour a,b,c,d € N, n € N et 2 —4d <0 :

axr+b

1
/7@ “a) dr et /—(3;2 I dz

——dz — ——dx
Jy wrt |, w
1 1

21+ 22

Exemple 6.

[ o= sdo-
0 t(t2+1) 0o X

1
=lIn|z| — §ln(x2 +1)+

2) Intégration par parties

Théoréme 7 (Intégration par parties). Soient u,v : [a,b] — C deux

fonctions de classe C'. Alors :

n+1I

Exemple 8 (Wallis). Si I, = fog sin"(z) dz, alors Inio = 151,

Exemple 9. I'(z+1) = zI'(z) pour z € R*, et T'(n+1) = n! pourn € N.

3) Changement de variables

Théoréme 10 (Changement de variable). Soient U et V' deuz ouverts
de R", et ¢ : U = V un C'-difféomorphisme. Alors, pour toute fonction
borélienne f:V - R, on a :

[ o= [ e

De plus, toute fonction g mesurable et définie sur p(u) est intégrable si,
et seulement si, (gop)|J,| est intégrable sur U, et dans ce cas la formule
précédente reste vraie pour g.

(w)|du ou J,(u) = det(dpy,)

Application 11. Pour f : R? — R™* borélienne, on a :

27
f(:c,y)dxdy:/ f(rcosf,rsinf)rdrdf
R2 0 R+~

e de = /7

Corollaire 13. Soient f : I — R continue par morceauz et ¢ : [a,b] — I
de classe C* dont la dérivée ne s’annule pas. Alors :

b w(b)
/ Flo(t)) @' (1) dt = / L a

Exemple 14. fol VI—a?de =% et fog Insintdt =

Exemple 12. [,

5 In2

4) Théorémes de Fubini
Soient (X, A, 1), (Y,B,v) des espaces mesurés et f: X x Y — R.

Théoréme 15 (Fubini-Tonelli). Si f est (u®v)-mesurable positive, alors
z— [, f(x,y)dv(y) ety — [y f(x,y)du(z) sont mesurable. De plus :

f 5= (o) | ([ s

Exemple 16. Soit D = {z,y > 1}. Alors [, xydaxdy = i,

Théoréme 17 (Fubini). Si f est (u ® v)-intégrable, alors la fonctions
z— [, flz,y)dv(y) ety — [ f(z,y)du(x) sont définies presque partout

et intégrables. De plus :
Jo12= Jo (vt anter = [ ([ seranto) vt

0,z+y <
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IT Méthodes de calcul indirectes

1) Suites et séries de fonctions

Théoréme 18 (Beppo Levi). Soit (X, A, ) un espace mesuré et (fn)n

une suite croissante de fonctions mesurables positives, alors lim f, est
n—roo

mesurable et fX lim f,dy = lim fX frndp.
n—oo n—oo
Soit (fn)n

Théoréme 19 (Convergence dominée). une suite d’éléments

de LV(X,C,p) et f: X — C telles que :

(i) fu(z) = f(z)p p-p-

(ii) 3g € LY(X, R, 1),Vn € N, | fu(2)] < g(z) p p.p.
Alors f € LY(X,C, ) et le Jx fdp = [y fdpu.

Exemple 20. L’hypothése de domination est cruciale (cf fr, = n]l[o ;])

Application 21. Lorsque l'on peut écrire f comme série de fonctions,
on peut souvent appliquer le théoréme de convergence dominée.

Exemple 22. fl Ledge =3 v = = %2

2) Somme de Riemann

Soient f :
subdivision de [a, b] et £ =

[a,b] — R bornée, 0 = {a = 29 < 1 < ... < x, = b} une
(&)1<i<n € R™ tel que & € (-1, zi].
Définition 23. On appelle somme de Riemann de f la quantité :

n

= (@i —2i-1)f(&)

i=1

S(f,0,€)

Théoréme 24. On suppose [ continue par morceaux. Pour tout € > 0,
il existe a > 0 tel que, pour tout o de pas inférieur a « et tout €, on a :

.’lf)dl'—S(f,0‘7§)

En particulier, on a :

fo 1_1Hdt In2

Exemple 25. lim,, o0 > oy n-Hc

3) Intégrales & parameétres

Soit f: A x I — K, ou A est un intervalle de R.

Théoréme 26. On suppose que :
(i) Pour toutt € I, A — f(\t) est continue sur A.
(i) Pour tout A € A, t — f(\,t) est intégrable sur I.
(iii) 3g € LY(I,RT),VA € A, |f(\ )] < g(t) p-p.
Alors X [ f(
Théoréme 27. On suppose que :
(i) Pour tout t € I, A — f(\,t) est dérivable sur A.
(i) Pour tout X € A, t — f(\,t) est intégrable sur I.
(iii) 3g € LY(I,RT),VA € A, |f'(\, )| < g(t) p.p.
Alors X+ [, f(A\,t)dt est dérivable sur A de dérivée X — [, f'(A,t)dt.

F(At)dt est continue sur A.

4) Analyse complexe

Soit € un ouvert connexe de C non vide.

Définition 28. Soit v un lacet de C et a € C \ Im(y). L’indice Ind, (a)
de a par rapport a y est U'entier défini par :

1 1
/ dz
2 v Z—a

Théoréme 29 (Cauchy). Soient  un ouvert convexe et zp € ) et
feHEQ\ {z0}), alors pour tout lacet v de Q, on a f,yf =0.

Exemple 30. Si~,(z) =e¢

Ind,(a) =

—(IEQ

pour a >0 et x € R, alors 7, = \/gfyi
Soient €1 est un ouvert convexe,
, alors on a :

Théoréme 31 (Formule de Cauchy).
2z €Q, v un lacet de Q\ {z} ethH(

Ind, (2)

= 2ir §—z

Théoréme 32 (Théoréme des résidus). Soient S C Q fini, f € H(C\ S)
et v un lacet dans €1 ne rencontrant pas S, alors :

/f zf2z7r21nd )Res(f, ¢)

ceS

2
4cos?(4F)

Exemple 33. f(Jroo sin x dr = g
Exemple 34. Soit o €] —1,1[. Alors f0+oo e*Inz g _

r2—1
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III Meéthodes d’approximation numérique

1) Méthodes de quadrature

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On cherche des formules pour

approcher I(f) = f: f(z)dz. Fixons a = 29 < 21 < -+~
subdivision de [a,b]. On pose h; = z;41 —

< z, = b une

Définition 35. Une méthode de quadrature consiste, pour 0 < i < n a

approcher I; = fx““l f(z)dz par A;(f) défini par :
(f) = h; ZWi,jf(Ci,j) Zwm‘ =1
=0 i=0
On note alors E(f) = I(f) — Zzlz_ol A;(f) Perreur de la méthode.

Définition 36. Une méthode de quadrature est d’ordre N si E(f) =0
pour tout f € Ry [X] et s’il existe f € Ry, [X] telle qu’elle soit inexacte.

o (j € [, 1]

Application 37. En fizant ((j)ogj<n associé a une subdivision de
[, it1], on peut prendre pour fonction de poids w; = hif[m . +1}€j,

. Ce sont les méthodes par interpolation de Lagrange.

I(f) ~ 00 hif (2:) ot 2z = @ ou g1

0 by = [Tz 5=

(i) Méthode des rectangles :
M¢éthode d’ordre 0.
1) Méthode des points milieux : I(f) ~ n-1 hif(z) ot z; = ZidTit1
( ) p =0 2
Méthode d’ordre 1 et E(f) < 3| f"|l si f est C2.
(iii) Méthode des trapézes : I(f) ~ S0 hlw
Méthode d’ordre 1 et E(f) < 2 ||f"| si f est C%

z)+£i .
(iv) Méthode de Simpson : I(f) Zn o FRACZES PR )+ ()
Méthode d’ordre 8 et E(f (Hf 4)” ) si f est C4

2) Méthode de Monte-Carlo

Théoréme 38 (Loi forte des grands nombres). Soit (X, )nen+ une suite
de variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées
de méme loi qu’une variable aléatoire réelle X. Alors :

1 n
=3 X S E[X]
n

=1

E[|X]] < +00 <

Application 39 (Monte-Carlo). Soit f : [0,1] — R intégrable par rap-
port d la mesure de Lebesque, et (X, )nens une suite de variables aléatoires
indépendantes, identiquement distribuées et de loi U ([0, 1]). Alors :

1 n
- X
L) / f(t)dt p.s

Théoréme 40 (Théoréme central limite). On suppose que les X,, sont
indépendants, identiquement distribués et de carré intégrable. Alors :

£ N(0,1)

n—-+o0o

L=

f Var(X
Application 41. On suppose que les X,, sont indépendants, identique-
ment distribués et de loi B (p) pour p € [0,1] inconnu. Le théoréme central
limite donne un intervalle de confiance asymptotique de niveau o pour p
en fonction de la moyenne empirique p, = + 22:1 X;. 1l s’agit de :

q1—
16, - [ = 5]

ot q; est le quantile d’ordre t de N (0,1).
Application 42. Dans Monte-Carlo, on a un intervalle de confiance de
1

probabilité asymptotique 1 — a de longueur proportionnelle a Tn

Développements

— Intégrale de Dirichlet (33) | ]
— Transformée de Fourier d’une gaussienne (30) | ]
— Calcul d’une intégrale par le théoreme des résidus (34) | ]

Références

[ | X. Gourdon. Les Maths en Téte : Analyse. Ellipses

[ ] M. Briane et G. Pages. Théorie de ’intégration. Vuilbert

[ | J.-P. Demailly. Analyse numérique et équations différentielles.
EDP Sciences

[ ] B. Candelpergher. Calcul intégral. Cassini

[ ] M. El Amrani. Analyse de Fourier dans les espaces fonctionnels.
Ellipses

[ | P. Tauvel. Analyse complexe pour la licence 3. Dunod
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Cadre : (X, A, ) est un espace mesuré, F un espace vectoriel normé et
f: E x X — C une application.

I Etude de la régularité

1) Continuité
Théoréme 1. Soit ug € E. On suppose que :

(i) Pour tout uw € E, x — f(u,x) est mesurable.

(i) Pour presque tout x € X, u — f(u,x) est continue en ug.
(iii) 3g € LY(X,RT),Vu € E,|f(u,z)| < g(x) p.p.

Alors u— [y f(u,z)du(x) est définie pour tout u € E et continue en ug.

Corollaire 2. On suppose que :
(i) Pour tout u € E, x + f(u,x) est mesurable.
(i) Pour presque tout x € X, u — f(u,x) est continue sur E.
(iii) VK C E compact , 3g € LY(X,R"), Vu € K, |f(u, )| < g(z) p.p.

Alors u— [y f(u,z)du(x) est définie pour tout u € E et continue en ug.

f0+°o et 1dt. T est bien

Exemple 3. On pose, pour x > 0, I'(z) =
définie et continue sur RT*.

Exemple 4. Soit f définie sur RT™ x RY par f(x,t) = ze~**. La fonction
x> [T wetdt est bien définie, mais pas continue en 0.

2) Dérivabilité
On suppose que F est un intervalle non vide de R.

Théoréme 5. On suppose que :

(i) Pour tout u € E, x — f(u,x) est u-intégrable.

(i) Pour presque tout x € X, u — f(u,x) est dérivable sur E.
(i) 3g € Ll( ),
Alors F(u fX
E, de derwee F'(

&L (u, l‘)‘ < g(z) p-p.

U, T d,u ) est définie pour tout u € E et dérivable sur
=[x §(u,2)dp(x).

Remarque 6. Siu+— f(u,z) est C* sur E, alors F aussi.

°° sin(at)

Exemple 7. Vx € R, / e~ tdt = arctan

0
Exemple 8. Pour (z,t) € R x RY, f(x,t) = 22e 7, ' est bien définie
mais n'est pas dérivable.
Théoréme 9. Soit k € N. On suppose que :
(i) Pour tout w € E, x — f(u,x) est u-intégrable.
(i) Pour presque tout x € X, u — f(u, ) est C* sur E.
(éii) Pour tout j € [1,k], et tout K C E compact, il existe g €
Ll(X R™), tel que pour tout u € K, |6t; (u,z)| < g(x) p.p.
Alors F(u fX u, x)dp(x) est définie pour tout u € E et C* sur E,
avec F(J)( )= Jx g;{ (u, z)dp(x) pour tout j € [1,k].
Exemple 10. La fonction I' est de classe C*° sur RT*.

3) Holomorphie

Théoréme 11. Soient (X, ’T ) un espace mesuré et f : Q@ x X — C.
Posons pour tout z € Q F(z fX z,x)du(x), et supposons que :

(i) Vz € Q, z — f(z,x) est mesurable
(ii) Vo € X, z+— f(z,x) est holomorphe
(iii) Pour tout compact K de Q, il existe g € L'(X) telle que pour tous
zeKetxe X, |f(z,x)] < g(x)
Alors F' est holomorphe et pour tous z € Q et n € N :
877,
FOe) = [ S Gaduta)
Proposition 12. Soit P = {z € C|Re(z) > 0}. On définit sur P la fonc-

tion holomorphe :
—+oo
L(z) :/ et at
0

Théoréme 13. Soit Y. f, une série de fonctions méromorphes sur Q.
On suppose que cette série converge uniformément (resp. normalement)
sur tout compact de 2, alors :

(i) La somme f de cette série est méromorphe sur ).

(ii) La série Zfr(bk) converge uniformément (resp. normalement) sur
tout compact de Q et sa somme est f*).

Proposition 14. T se prolonge en une fonction méromorphe sur C.
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IT Produit de convolution

1) Définition et premiéres propriétés
Définition 15. Soient f,g: R™ — R. Quand ceci a un sens, on pose :
(fxg)@)= | [f(t)g(x—t)dt
R’VL

le produit de convolution de f et g en z € R™.

Remarque 16. Si f et g sont positives, f * g est toujours définie, a
valeurs dans RT.

Proposition 17. La convolution entre fonctions mesurables positives est
commutative et associative.

Exemple 18. Soit f € L*(R") positive, alors f*0 =0 et fxIgn = Jgn [

Proposition 19. Soit f € L}

1oe(R™) d support compact. Alors f* g est
bien définie sur R™.

Théoréme 20. Soient p,q € [1,+00] tels que % —&—% =1, f € LP(R")
et g € LYR™). Alors f % g est bien définie sur R™, uniformément
continue, et bornée par ||f|, 9], De plus, si 1 < p,q < +oo, alors

lim (f*g)(z)=0.

llzll—o0
Théoréme 21. (L'(R"),+,-, %) est une R-algébre commutative.

Théoréme 22. Soient f € L'(R™) et g € C¥(R™), alors (f*g) € CF(R™),
et D(f+xg) = f*D(g), oo D est un opérateur différentiel.

2) Approximations de 'unité

Définition 23. Une suite (p,)n>1 d’éléments de L!(R?) est une approxi-
mation de I'unité si elle vérifie :

(i) Yn=>1, f[papn=1
(ii) sup [pa |pn] < +o0
n>1

(iii) Ve >0, [ypjsey P ———0

n—-+oo

Exemple 24. Soit p € L'(R?) telle que [z, p =1, alors py : @ — np(nz)
est une approximation de l’identité.

Théoréme 25. Soit (pp)n
(i) Si f € L>®(RY) est continue en x, alors lirf (pn * f)(z) = f(x).
n——+0o0o

une approximation de l’identité.

(i) Si f € L>®(RY) est uniformément continue sur R?, alors lirf (pn *
n—+0o0o
f) = f dans L>(R9).
(iii) Si f € LP(RY) (p € [1,+00]), alors hIJIrl (pn * f) = f dans LP(R?).
n—-+0o0

Théoréme 26. Pour tout p € [1,+oc[, C°(R?) est dense dans LP(RY).

1 n sin(2w(k+1)x)
T T sin(wx) le

Exemple 27. On pose T = R/Z et F, : )
k=0

noyau de Fejer. Il s’agit d’une approximation de l’unité.

Théoréeme 28. Si f est continue et 1-périodique, f*F, converge unifor-
mément vers f.

IIT Transformée de Fourier

Définition 29. Soit f € L!(R?). Sa transformée de Fourier fest

filRE — R4
[ — f(z)e " @9 dg
Rd

Proposition 30. Si f € L'(R), ]? est une fonction continue qui tend
vers 0 a linfini.

Proposition 31. Si ||z||*f(z) € L'(RY), alors fe CF(R?) et pour tout
o € N7 tel que || < k, 0°f = (—iz)of.

Proposition 32. Soit f € C*(RY) dont les dérivées jusqu’a l'ordre k sont
dans L*(R%). Alors, pour tout o € N tel que |a| < k, 0°f = (i) f.

Théoréme 33. Soit f € L*(RY) telle que f € L'(RY). Alors f = (2m)?f.

Exemple 34. Soit a > 0, et 1[_, 4 € LY (RY), mais sa transformée de
Fourier n’est pas dans L'(R?).

Application 35. Soient I un intervalle de R et p une fonction poids. S’il
existe a > 0 tel que f] el p(x)dx < oo, alors les polynémes orthogonaux
associés a p forment une base hilbertienne de L?(I, p).
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Définition 36. Soit X un vecteur aléatoire sur (2,4, P), & valeurs dans
R?. On définit la fonction caractéristique de X par :

p:|R — C
t — E [e“t’X)} :/ e X0 dPy (x)
Rd

Remarque 37. 57 X a pour densité f, alors px = ?

Théoréme 38. La fonction caractéristique px caractérise la loi de X .

Développements

— Fonction Gamma (12,14) | ]

— Densité des polyndémes orthogonaux (35) [ ]

Références
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Cadre : On considére X un ensemble non vide et (E, ||.]|) un espace vec-
toriel normé de dimension finie. Soient (f,)nen une suite de fonctions de
X dans Fet f: X — E.

I Modes de convergence

1) Suites de fonctions

Définition 1. On dit que (f,)nen converge simplement vers f lorsque,

pour tout € X, (fn(2))nen converge vers f(z). On note f, s, I
Remarque 2. Il y a unicité de la limite simple.

Exemple 3. Soit f,, : x — ™ sur [0,1]. Alors la suite (fn)nen converge
simplement vers f = 1y1y sur [0,1]. On note que la convergence simple
ne préserve pas la régularité.

Définition 4. On dit que (f,)nen converge simplement vers f lorsque

cu
(If = fulloo)nen converge vers 0. On note f, — f.
Remarque 5. La convergence uniforme implique la convergence simple.

Contre-exemple 6. Soit f, : @ — x™ sur [0,1]. Alors la suite (fn)nen
ne converge pas uniformément sur [0, 1].

sin(nz)
14+n2z2
plement vers f =0 sur R, mais pas uniformément car f, (%) =

Exemple 7. Soit f,, : © +—

sur R. La suite (fn)nen converge sim-
1
142

Théoréme 8 (Critére de Cauchy uniforme). La suite (fn)nen converge
uniformément si, et seulement si, elle est uniformément de Cauchy :

Ve>0,INeN, Vn> N, Vpe N, |fu — faipll, <€

Application 9. La limite uniforme sur R d’une suite de polynémes est
un polynome.

Théoréme 10 (Weierstrass). L’ensemble des polynomes sur [a,b] est
dense dans (C°([a,b],R), ||.||..)-

2) Séries de fonctions

Définition 11. On appelle série des fonctions (fy,)nen la suite (Sp)nen
des sommes partielles définies pour tout n € N par Sy, : @ — >_r_, fi(z).
On la note Y f,, et on dit que la série > f,, converge simplement vers f si
la suite (S, )nen converge simplement vers f. On note alors f = fa-

Remarque 12. Si Y f, converge simplement, alors (fn)nen converge
simplement vers 0.

Définition 13. On dit que la série Y f,, converge uniformément vers f
si la suite (Sp,)nen converge uniformément vers f.

Proposition 14. Si > f, converge uniformément, alors (fn)nen
converge uniformément vers 0.

Proposition 15. Soit Y f,, une série simplement convergente vers f.
La convergence est uniforme si, et seulement si, (f — Sp)nen converge
uniformément vers 0.

Exemple 16. Soit f,, : x — xe™"® sur RY. Alors la série Y f, converge

simplement vers f : x v 1—t= Lg+«(x), mais ne converge pas uniformé-

ment sur RT.
Théoréme 17. > f,, converge uniformément si, et seulement si :
Ve>0,INeN, Vo> N, Vpe N, |fuor1+... 4 faspll, <€

Définition 18. On dit que la série > f,, converge normalement si la série
>l frll, converge.
Exemple 19. Si f, : z — %Z, > fn converge normalement sur [0,1].

Théoréme 20. La convergence normale implique la convergence umni-
forme.

3) Liens avec la continuité

On suppose que X est une partie d’un espace vectoriel F.
Théoréme 21. La convergence uniforme conserve la continuité.

Théoréme 22 (Double limite). Soit a € X tel que, pour tout n € N,
by, = limg,_, frn(x) existe. Alors la suite (by)nen converge vers b et on a :

lim lim f,(z) = lim lim f,(2)
n—,oo r—a r—ra n—roo

Théoréme 23 (Dini). Toute suite croissante de C°([a,b],K) qui converge
simplement dans C%([a, b],K) converge uniformément.
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II Dérivation et intégration

1) Dérivabilité
Ici, X = I C R est un intervalle.

Théoréme 24. Si (f,)nen converge simplement vers f, et si f, est déri-

vable sur I, il suffit d’avoir la convergence uniforme de (f])nen pour que

f soit dérivable sur I.

1

Exemple 25. Si f, : x — (/2% + =5 sur R, (fu)nen converge simple-

ment vers la fonction valeur absolue, non dérivable en 0.

Théoréme 26. Soit (fn)nen une suite de fonctions dérivables sur I.
Si Y fn converge simplement, et si Y. fI converge uniformément, alors
J =2 nen Jn est dérivable de dérivée f' = !

neN Jn

Remarque 27. On peut réitérer le théoréme précédent pour une plus
grande régularité.

Exemple 28. exp: R — RT est de classe C.

2) Convergence dans un espace mesuré

Soit (X, A, p) un espace mesuré.

Définition 29. On dit que (f,)nen converge p-presque partout vers f
lorsqu’il existe N € A tel que u(N) = 0 et que (f,)nen converge simple-
ment vers f sur X \ N.

Définition 30. On dit que (f,)nen converge vers f dans LP lorsque la
suite (|| fo — fll,)nen est de limite nulle.

Exemple 31. Si (X, A, p) = ([0,1], B([0,1]), ), on pose, pour n > 0 et
ke 0,2" — 1], fonqr = I[QL,%]. Ceci définit bien une suite (fn)nen,

avec || fal, = 27% — 0, mais (fn)nen ne converge pas ji-presque partout.

Proposition 32. Soient (f,)nen une suite de LP(u) et f € LP(u). Si

P
fn EEiN f, alors on peut extraire de (fn)nen une sous-suite convergeant
p-presque partout.

3) Théorémes d’interversion

Soit (X, A, ;1) un espace mesuré.

Théoréme 33 (Beppo Levi). Soit (X, A, u) un espace mesuré et (fn)n
une suite croissante de fonctions mesurables positives, alors lim f, est

n—oo
mesurable et [ lim fodp= lim [y fndp.
n—oo n— oo

Application 34. Soit I,,(«) = fon (1 — %)n e*®dx pourn € N et a € R,

. oo _1 1 . .
alors n11_>1r010 I(a) = [, el Vedy = L sia <1 et +o0 sinon.

Théoréme 35 (Lemme de Fatou). Soit (X,A,u) un espace me-
suré et (fn)n une suite de fonctions mesurables et positives, alors

Application 36. Soit (f,), une suite de fonctions intégrables simple-
ment convergente vers f telle que sup,, [y |faldp < 0o. Alors f est inté-
grable.

Application 37. Soit f croissante sur[0,1], continue en 0 et 1, dérivable
presque partout sur [0,1], alors fol f(®)dt < (1) — £(0).

Théoréme 38 (Convergence dominée). Soit (f,)n une suite d’éléments

de LY(X,C,p) et f: X — C telles que :
(i) fn(@) = f(x) @ p.p.
(i) 3g € L'(X,R*, p),¥n € N, | fp(2)| < g(2) 1 p-p.
1 : _
Alors f € LYN(X,C,p) et nl;rrgofx fndp = [y fdp.

Application 39. Soit f dérivable partout sur [0,1], de dérivée bornée.
Alors [ f/(t)dt = f(1) — £(0).

Théoréme 40. Soit f, : [a,b] — E intégrable. Supposons que Y. fn
converge uniformément sur [a,b]. Alors sa somme f est intégrable, et

f[a,b] ZnGN fn = ZnGN f[a,b] fn

Exemple 41. fol ot dp =320 EHU0

n=1 nn
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III Exemples de séries de fonctions

1) Séries entiéres

Définition 42. On appelle série entiére toute série de fonctions de la
forme 3, - an2" ot z est une variable complexe, et a, € C.

Définition 43. Soit > a,z" une série entiere. On appelle rayon de
convergence de > a,z" le réel R défini par :

R=sup{r e R"|3M € R,Vn € N, |a,|r" < M}

Théoréme 44 (Abel angulaire). Soit > a,z" une série entiére de rayon
de convergence 1 telle que > a, converge. On note f sa somme et :

Aez{z€C|l—z:pei‘/’7p>0, lol <6} pour 0<0<

ol

Alors :
lim f(z) = > an

z€Ag n>=0

s . - "
Application 45. ) (2n_21 =arctan(l) = § et ) (T) =In(2)
n=0 nz1
Théoréme 46 (Taubérien faible). Soit f la somme d’une série entiére
> anz™ de rayon de convergence 1. On suppose que lim f(z) = £ existe,
r—1—

et a, = 0(1). Alors Y an converge et £ =3 ay,.

n
n=0

2) Séries de Fourier

Définition 47. Soit f : R — C continue par morceaux et 2w-périodique.
Les coefficients exponentiels de Fourier de f sont :

1 2

Cn(f) Py

2T 0

F®)e it dt (neZ)

En posant e, : t — e la série de Fourier associée & f est la série
trigonométrique ) -, cn(f)e_n.

Proposition 48 (Riemann-Lebesgue). Si f est continue par morceauz et
2m-périodique, alors lim,|— 4o cn(f) = 0.

Théoréme 49. La famille (e,)nez est une base hilbertienne de l’espace
des fonctions 2w-périodiques de carré intégrable sur [0,27]. On a en par-
ticulier :

7= enlr)?

ne”L

Proposition 50. Si f est C' par morceauz et 2m-périodique, alors la série
de Fourier de [ converge simplement vers la régularisation f de f donnée

pour x € R par f(z) = M

Remarque 51. L’hypothése C' par morceaux est nécessaire.

Théoréme 52. Si f est continue, C' par morceauz et 2w-périodique, alors
la série de Fourier de f converge normalement vers f.

Théoréme 53. Pour ug € L?(T), on considére I’équation différentielle :

ou Py _
ot~ 0xZ T 0
u(0,.) = uo

sur RY™* x T (%)
dans L?(T)

11 existe une unique solution u de (x) de classe C* sur R** x T, avec uf(t, .)
tendant vers ug dans L*(T) quand t tend vers 0.

Développements

— Théoremes d’Abel angulaire et taubérien faible (44,46) | ]

— Equation de la chaleur sur le cercle (53) [ ]

Références

[ ] M. El Amrani. Suites et séries numériques, Suites et séries de
fonctions. Ellipses

[ | X. Gourdon. Les Maths en Téte : Analyse. Ellipses

[ ] M. Briane et G. Pages. Théorie de ’intégration. Vuilbert

[ | B. Hauchecorne. Les Contre-exemples en Mathématiques. Ellipses
[ ] B. Candelpergher. Calcul intégral. Cassini

*so[du19x9-219Uu0d 39 so[dWAX] *SUOIJOUO] 9P SOLIdS 19 SONNS - [§T



661

I Généralités sur les séries entiéres

1) Définitions et premiéres propriétés

Définition 1. On appelle série entiere toute série de fonctions de la forme
> apz™ ol z est une variable complexe, et a, € C.

n=0
Exemple 2. (i) Vz eR, e = ) fﬂ
n=0
(ii) Vo €] — 1,1, n(1 +2) = 3 (-1)"%-
n>1

Lemme 3 (Abel). Soit Y a,z™ une série entiére, et soit zg € C tel que
(anzd)n soit bornée, alors :

(i) Pour tout z € D(0,|z0]), Y anz™ est absolument convergente.

(it) Pour tout r €]0, |zo][, D anz™ converge normalement sur D(0,r).

Définition 4. Soit »_ a, 2™ une série entiere. On appelle rayon de conver-
gence de > a,z" le réel R défini par :

R =sup {r ER+|3M € R,Vn e N, |a,|r" < M}
D(0, R) s’appelle le disque de convergence de Y a,z".

Corollaire 5. Soit Y a,z" une série entiére de rayon de convergence R.
(i) Pour tout z € D(0, R), > anz" est absolument convergente.

(i) Pour tout z € C\ D(0,R), > anz" diverge.
(#ii) Pour tout r €]0, R[, > anz™ converge normalement sur D(0,7).

2) Détermination du rayon de convergence

Proposition 6 (Régle de d’Alembert). Soit Y a,z™ une série entiére. Si

lim |%nti
n—+oo | 9n

St - n _1 1 _ 1
la série entiére 3 an2™ est R = 5 (en convenant 5 = +00 et - =0).

= A, avec A € R U {400}, alors le rayon de convergence de

Proposition 7 (Regle de Cauchy). Soit > an2"™ une série entiére. Si

lim |a,|* = A, avec A € R U {+o0}, alors le rayon de convergence de
n—-+oo

St I n _ 1 1 _ 1 _
la série entiére Y an2" est R = 5 (en convenant 5 = +o0 et - =0).

Proposition 8 (Régle d’'Hadamard). Soit > a,z"™ une série entiére. Si

lim sup |an|% =\, avec A € R U {400}, alors le rayon de convergence de
n—-+00

s . Y n _ 1 1 _ 1 _
la série entiére Y anz" est R = X (en convenant o= Too et mo = 0).

3) Opération sur les séries entieres

Soient > anz™ et > b,z™ deux séries entieres de rayon de convergence
respectivement égal & R > 0 et R’ > 0.

Définition 9. La série entiere Y ¢, 2™ définie par ¢,, = a,,+b,, est appelée
somme des séries entieres Y a,z™ et Y b,z™. Son rayon de convergence
R’ vérifie R” > inf(R, R').

n
Définition 10. La série entiere Y ¢, 2" définie par ¢, = > agb,— est

k=0
appelée produit de Cauchy des séries entieres > a,z"™ et > b,2"™. Son
rayon de convergence R vérifie R” > inf(R, R').

ITI Propriétés de la somme

1) Reégularité

Théoréme 11. L’application f, appelée somme de la série entiére
> anz™, définie par :

est de classe Ct. De plus, sa dérivée est donnée par :

7+ | D(0,R)

—
n
z — > nagz™ !
n=

Corollaire 12. La somme de la série entiére Y a,z™ est en fait C* sur

son disque de convergence. De plus, pour tout p € N, f®) est la somme
d’une série entiére. En outre :

VzeC, f(z) = i f(p)|(0) 2P
p=0 P
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2) Analycité

Définition 13. Soit K = R ou C, et soit {2 un ouvert de K. On dit que
[+ Q — K est développable en série entiere au voisinage de a € Q s’il
existe une série entiére Y a,2" et r > 0 tels que :

Vze D(a,r), f(2)= Zan(z —a)"”

n>=0

La foncion f est dite analytique sur € si elle est développable en série
entire en chaque point de (2.

Théoréme 14. Soit Y a,z™ une série entiére de rayon de convergence
R. Alors la somme f de la série est analytique sur D(0, R).

Théoréme 15 (Zéros isolés). Soit f une fonction analytique sur un ou-
vert connexe U non identiquement nulle. Alors les zéros de f sont isolés.

Corollaire 16 (Prolongement analytique). Soit U un ouvert conneze. St
deux fonctions analytiques coincident sur un sous-ensemble D C U ayant
un point d’accumulation dans U, alors elles sont égales sur U.

Théoréme 17 (Formule de Cauchy). Soit Y a,z"™ une série entiére de
rayon de convergence R, et soit f la somme de celte série entiére sur son
disque de convergence, alors :

2m

Vr €0, R[, Vn €N, 2rr"a, = F(rei®)e=0 4o

0

IIT Comportement au bord de D(0, R)

Exemple 18. La série entiére Y 2™ a pour rayon de convergence 1, et
cette série diverge sur tout le cercle unité.

Ve . o n
Exemple 19. La série entiére ) Z5 a pour rayon de convergence 1, et
cette série converge sur tout le cercle unité.

Exemple 20. La série entiére » % a pour rayon de convergence 1, et
cette série diverge pour z = 1 et converge pour z = —1.

Théoréme 21 (Abel angulaire). Soit > a,z" une série entiére de rayon
de convergence 1 telle que > a, converge. On note f sa somme et :

Ag:{z€C|1—z:pew,p>O7\<p|<9} pour 0<6<

o)

Alors :
lim f(2) =D an
z2EAg n=0

Théoréme 22 (Taubérien faible). Soit f la somme d’une série entiére
> anz™ de rayon de convergence 1. On suppose que lim f(z) = ¢ existe,
z—1-

et an, =0 (+). Alors Y a, converge et { =3 ay.

n
n=0

IV  Applications

1) Suites récurrentes

Exemple 23. On considére la suite (a,)n, définie par :

ag = 1
Vn e N, apt1 = 2a, + 2"
Alors, pour tout n € N, on a a, = (n+2)2""1.

Proposition 24 (Nombres de Bell). Pour n € N*, on pose B,, le nombre
de partitions de l’ensemble [1,n] avec la convention By =1, alors :

1 nk
B :fE —
VkeN, B c

n=0

n

2) Equation différentielles

e —1l—x
22

Exemple 25. L’éguation x2y" + 4y’ + 2y = e* admet  —
comme solution développable en série entiére.

Exemple 26. L’ensemble des solutions développables en séries entiéres
de zy" + 1y’ +y = 0 est la droite vectorielle engendrée par :

f;mz<(‘75))2

n=0
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3) Construction de I’exponentielle complexe

Définition 27. On pose :

C —
z — exp(z)=e* =Y -

n!
n=0

exp :

Théoréme 28. exp est une surjection de C dans C*.
Définition 29. On pose :

C — C ; sin :
iz —iz €
e "+te

< ’ 2

COS :

Corollaire 30. (i) Vz2€C, cosz= >, (-1)" L

S0 (2n)!
(ii) Vz € C, sinz = ;0(—1)”%
Développements

— Théoremes d’Abel angulaire et taubérien faible (21,22) | ]
— Nombres de Bell (24) | ]
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Cadre : Q est un ouvert de C.

I C-dérivabilité

Définition 1. Soient f: Q) — C et a € C. On dit que f est C-dérivable

en a lorsque %im M existe. On note f'(a) cette limite.

—0

Proposition 2. Si f est C-dérivable en a, alors f est continue en a.

Définition 3. f est dite holomorphe sur €2 si f est C-dérivable en tout
point de ©. On note #H(£2) ensemble des fonctions holomorphes sur .

Exemple 4. Vn € N, (z — 2™) € H(C), (z+— 1) € H(C*)
Contre-exemple 5. (z +— z) &€ H(C)
Proposition 6. (i) H(Q) est une sous-algébre de C*.

(i) Si f € H(Y) est a valeurs dans C*, alors % € H(Q).

(iii) Si f € H(Q) et g € H(Y) avec f(2) C Y, alors go f € H(Q).
Corollaire 7. Si f(z) = > anz™ est une série entiére de rayon de

n=0
convergence R > 0, alors f(z) est holomorphe sur D(0, R).

Théoréme 8. La fonction f(z) = u(x,y)+iv(z,y) ot z = x + 1y, est ho-
lomorphe si, et seulement si, u et v sont différentiables sur ) et vérifient
les équations de Cauchy-Riemann :

ou Ov ou ov
= et

dx ~ dy oy~ ox

Corollaire 9. §i £ =1 (5% + ia%), alors f € H(Q) & % =0.

II Propriétés des fonctions holomorphes

1) Chemin

Définition 10. On appelle chemin dans C toute application 7 : [a,b] — C
continue et C! par morceaux. On parle de lacet si y(a) = (b).

Exemple 11. Soient zg € C et r € R™, alors une paramétrisation du
cercle de centre zy et de rayon r est donnée par :

y: 0,1 — C

t — 2o + re?it

Définition 12. Soient « : [a,b] — C un chemin et f une fonction continue
sur Im(7), alors on définit :

vz € Im(y), [yf Lf(z)dz /abf(’Y(t))’Yl(t)dt

Exemple 13. i y(t) = 2o + re*™, alors [ - dz = 2ir.

zZ—2Zz0

2) Formule de Cauchy

Théoréme 14. Soient € un ouvert convexe et zg € € et
FeC)NHQ\{z0}), alors pour tout lacet vy de 2, on a fﬂ/ f=0.

Définition 15. Soit v un lacet de C et @ € C\ Im(y). On définit I'indice
Ind,(a) de a par rapport & 7 par :

1 1
um v Z—a

Théoréme 17 (Formule de Cauchy). Soient ) est un ouvert conveze,
2z €Q, v un lacet de Q\ {z} et f € H(Q), alors on a :

tud, (/) = 5 [ 2

- m
Exemple 18. Si~ décrit le cercle unité parcouru une fois dans le sens
direct, alors f7 820z =0 et f7 S2 ]y = 2.

Ind, (a)

Proposition 16. Ind,(a) € Z

dg

3) Conséquence de la théorie de Cauchy

Définition 19. On dit que f : 2 — C est analytique si pour tout
29 € Q, il existe 7 > 0 et (a,)nen € CY tels que pour tout z € D(2,7),

fl@) =3 an(z —20)"

n>0
Théoréme 20. Si f est holomorphe sur €2, alors f est analytique sur €.

Corollaire 21. Une fonction holomorphe sur € est de classe C*° sur €.
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Proposition 22 (Inégalité de Cauchy). Soit f € H(D(a,r)) avec a € C

(I£)D)-

()
et v > 0, alors pour tout n € N, |f (“)| n,ouM— max

z€0D(a,r)

Théoréme 23 (Liouville).
est constante.

Toute fonction holomorphe sur C et bornée

Corollaire 24 (Théoréme de d’Alembert). Tout polynéme non constant
a coefficients dans C admet au moins une racine.

Théoréme 25. Soient Q C C conneze, f € H(C) et 29 € Q. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) VE € N, f®)(z) =0

(ii) [ est nulle sur un voisinage de zo

(7ii) f est nulle sur Q

Corollaire 26. Soient f et g holomorphes sur ) un connexe de C. Si f
et g coincident sur un voisinage d’un point de Q, alors f = g.

Théoréme 27 (Zéros isolés). Soient Q2 un conneze de C et f holomorphe
sur ) et non identiquement nulle, alors les zéros de f sont isolés.

Corollaire 28. Si deuzr fonctions holomorphes coincident sur un en-
semble admettant un point d’accumulation, alors elles sont égales.

Exemple 29. Il n’existe pas de fonction holomorphe sur D(0,1) tel que
pour tout n > 1, f(L) = f(—%) = —5.

Corollaire 30. H(2) est intégre.

Théoréme 31 (Principe du maximum). Soit f € H(Q). Si |f| atteint
son mazximum en un point de €1, alors f est constante.

Corollaire 32 (Lemme de Schwarz). Soit f € H(D(0,1)) telle que
f(0) =0 etVze D(0,1), |f(2)] <1, alors Yz € D(0,1), | f(2)| < |z|.

Sl existe zo € D(0,1) \ {0} pour lequel |f(z0)| = |20|, alors il existe une
constante A de module 1 telle que Vz € D(0,1), f(z) = Az.

Corollaire 33. Les automorphismes (bijections biholomorphes) de
D(0,1) tels que f(0) =0 sont de la forme : z + ez, ou 0 € R.

Corollaire 34. Aut(D(0,1)) = {z > et? ( o ) ’0 € R, |z] < 1}

1—-zpz

4) Intégration & parameétre
Théoréme 35. Soient (X, T ) un espace mesuré et f 1 Q2 x X — C.
Posons pour tout z € Q F(z fX z,x)du(x), et supposons que :

(i) V2 € Q, z— f(z,2) est mesurable

(ii) Vx € X, z — f(z,x) est holomorphe

(iii) Pour tout compact K de Q, il existe g € L'(X) telle que pour tous
zeKetxeX, |f(zx)<g(z)

Alors I est holomorphe et pour tous z € Q et n € N :

F) = [ S i

Corollaire 36. Soit P = {z € C|Re(z) > 0}. On définit sur P la fonc-

tion holomorphe :
+oo
I(z) z/ et at
0

IITI Fonctions méromorphes

1) Séries de Laurent

Définition 37. Une série de Laurent est une série de la forme :
Zakzk ou (ak)kez € CZ
kEZ

Théoréme 38. Soit f une fonction holomorphe sur une couronne centrée
en zg € C, alors, pour un lacet v de la couronne entourant zg, on a :

1 z
2) =Y ar(z— )" %/W(Z_f,(zo))zmdz

kez
Définition 39. Soit a € C. On dit qu’une fonction f admet une sin-
gularité en a si il existe un voisinage U de a telle que f est définie et
holomorphe sur U \ {a}.

Théoréme 40. Soita € C, et soit [ une fonction holomorphe sur Q\{a}.
Alors f vérifie une, et une seule, des propriétés suivantes :

ou  ap =

(i) a est une singularité artificielle : f se prolonge au voisinage de a en

une fonction holomorphe.
(ii) a est un pole d’ordre m : il existe un entier m > 1 minimal tel que

(z —a)™f(z) est borné au voisinage de a.
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(iii) a est une sigularité essentielle : pour tout voisinage U de a dans (2,
f(U\ {a}) est dense dans C.

1

Exemple 41. (i) 2 est un pole d’ordre 2 de z — =)k

(ii) 0 est une singularité essenticlle de z — e* .
Théoréme 42. Soit a € C, et soit f une fonction holomorphe sur
Q\ {a},. Alors f est développable en série de Laurent et :

(i) a est une singularité artificielle < Vn < 0,a, = 0.

(ii) a est un pole d’ordre m < ¥n < m,a, = 0.

(iii) a est une sigularité essentielle < a, # 0 pour une infinité de n
négatifs.

2) Théoréme des résidus

Définition 43. On dit qu’'une fonction f est méromorphe sur 2 s’il existe
A C C discret et fermé tel que f est holomorphe sur Q \ A et les points
de A sont des pdles de f.

Exemple 44. f(z) = 555z est méromorphe.

Définition 45. Soit 2y € C, U un voisinage de zg, et soit f une fonction
holomorphe sur U \ {zp}. On appelle résidu de f au point zg le nombre
Res(f,z0) = a—_1, ot a_; est le coefficient de ﬁ dans le développement
en série de Laurent de f au voisinage de zg.

Proposition 46. Si zy est un péole d’ordre m de f, alors :

1 ) am—l m
Res(f, ZO) = (m — 1)' zILIQO 9zm—1 ((Z - ZO) f(Z))

Si 2o est un pole simple de f(z) = ggig avec P(z9) # 0, alors :
P(Zo
Res(f, ZO) = Q/(ZO))

Exemple 47. Pour f(z) = == Res(f,1) =1 et Res(f,2) = —1.

Théoréme 48 (Théoréme des résidus). Soient S C Q fini, f € H(C\ S)
et v un lacet dans Q) ne rencontrant pas S, alors :

/ f(z)dz = 2im Z Ind, (c) Res(f,c)

ceS

Exemple 49. fOJrOO STy =2

Exemple 50. Soit a €] —1,1[. Alors f0+°° eZlnz gy — 45052%)'
= 2

r2—1

3) Suite de fonctions méromorphes

Définition 51. Soient A C Q et (f,)nen une suite de fonctions méro-
morphes sur . On dit que Y f,, converge uniformément (resp. normale-
ment) sur A si:

(i) A partir d’un certain rang, f, n’a pas de pdles dans A.

(ii) > fn converge uniformément (resp. normalement) sur A.
n>N

Théoréme 52. Soit Y f,, une série de fonctions méromorphes sur .
On suppose que cette série converge uniformément (resp. normalement)
sur tout compact de 2, alors :

(i) La somme f de cette série est méromorphe sur Q.

(ii) La série Zfﬁk) converge uniformément (resp. normalement) sur
tout compact de Q et sa somme est f*).

Corollaire 53. " se prolonge en une fonction méromorphe sur C.

Développements

— Les biholomorphismes du disque unité (32,33,34) | ]
— Fonction Gamma (36,53) | ]

— Calcul d’une intégrale par le théoréme des résidus (50) | ]
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Cadre : On pose T = R/27Z, et on considére des fonction 2w-périodiques
que l'on identifie a des fonctions f: T — C.

I Définitions et premieres propriétés

1) Définition des séries de Fourier

Définition 1. On pose CM (T) l'espace vectoriel des fonctions f : T — R
continues par morceaux, et C(T) le sous-espace vectoriel formé des fonc-
tions continues. On considére LP(T) comme identifié avec LP([0, 27]).

Définition 2. Les coefficients exponentiels de Fourier de f € L!(T) sont :
1 2

— fye ™dt (nez)
2m Jo

en(f) =

Les coefficients trigonométriques de Fourier de f € L*(T) sont :

L[ .
;/0 f(¢) sin(nt) dt

Proposition 3. Soient f € LY(T) et n € N, alors :

{20 = Jd i), o) =

anlf) = = / " f(t) cos(nt) dt , bu(f) = (neN)

Cn(f) + Cfn(f)

cn(f) = 5(an(f) +ibn(f)) bu(f) = ilen(f) — c=n(f))
Proposition 4. Soient f € Ll(T) et n €N, alors :
(i) Si f est paire, an(f) = 2 [ f(t) cos(nt) dt et b,y (f) =0.

_2f0

Exemple 5. Soit f1 : R — R impaire et 2mw-périodique définie par
fi(t) =5 — |z — 3| sit €[0,7]. Alors, pour toutn € N :

(ii) Si f est impaire, by( )sin(nt) dt et a,(f) = 0.

A=1)"

an(f1) =0, ban(f1) =0, bapy1(f1) = Cnti?

Exemple 6. Soit fo : R — R impaire et 2mw-périodique définie par
fa(t) = sin?(t) sit € [0, 7). Alors, pour tout n € N :

-8
m(2n—1)(2n +1)(2n + 3)

an(f2) =0, ban(f2) =0, bant1(f2) =

Exemple 7. Soit f3 : R — R paire et 2m-périodique définie par f5(t) = |t|
sit € [—m,m]|. Alors, pour tout n € N :

—4

ao(fs) =7, asn(fs) =0, asnt1(f3) = @12’

Définition 8. Soit f € Ll(']I‘). On appelle série de Fourier de f la série :
—|— Z an(f
Pour N € N, on appelle somme de Fourier d’ordre N :
—|— Z an(f

Exemple 9. S(f1)(t) =23, %

oo

S =3 enlf)ei =

n=—oo

) cos(nt) + by, (f) sin(nt))

N

Sv() = 3 ealf)ent =

n=—N

) cos(nt) + by, (f) sin(nt))

sin((2n+1)t)
n=0 (2n—1)(2n+1)(2n+3)

Exemple 10. S(f2)(t) = =23

_ 4N

T cos((2n+1)t)
2 ™ n=0

Exemple 11. S(f3)(t) = Gnti)?

2) Premiéres propriétés

Proposition 12. Soient f € L*(T), a € R et k,n € Z. Alors :
(i) en(f) = coal(f) (00 f(2) = f(~2))
(”) Cn(f) = C—n(f)

(i) cn(taf) = e en(f) (0t (1af)(x) = f(x—a))

(iv) cnlenf) = cn-k(f)en (0t ex(t) =e™)

Exemple 13. Soit f : R — R définie par f(t) =

€L, conr(f) =0 et con(f) = L [T D) gy

Proposition 14. Soit f € C(T) de classe C' par morceauz. Alors
'€ CM(T) et, pour tout n € Z, on a ¢, (f') = incy(f).

Théoréme 15 (Riemann-Lebesgue). Soit f € LY(T). Alors c,(f) tend
vers 0 lorsque n tend vers co.

Corollaire 16. Soient k € N* et f € O(T) de classe C*~! sur R et C*
par morceaux sur R. Alors :

=0 () = o (&) min- o (%)

m, alors, pour tout
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IT Convolution et noyaux trigonométriques

1) Produit de convolution

Définition 17. Soient f,g € CM(T). On appelle produit de convolution
de f et g la fonction f*g: R — R définie par :

VIR, (f20))= o [ (- 2)g(x)dr

Proposition 18. Soient f,g € CM(T), alors :
(i) f*geCM(T)
(i) Yn € Z, cu(f*g) = ca(f)enlg) ‘
(i) Vt € R, (f*g)(t) = 202 calflen(g)e™
(iv) YVn€Z, fxe,=cup(fen
Proposition 19. L’application f +— (¢, (f))nez est un homomorphisme
d’algébre de (L*(T),x, ||.||l,) dans (co(Z) ) continu et de norme 1.

a'ﬁ”'”oo

2) Noyaux trigonométriques

Définition 20. Soit N € N. La fonction Dy = Zg:_zv en est appelée
noyau de Dirichlet d’ordre V.
(i) Dy est paire, 2m-périodique et vérifie :

1 ™

— Dyt)dt =1
2w ~ ()

Proposition 21.

—T
(i1) Dy est le prolongement par continuité ¢ R de la fonction :

T — R
sin((NJr%)t)

sin()
(iii) Pour tout f € L(T), on a Sy(f) = f * Dy

PO . . N .
Définition 22. Soit N € N. La fonction Fy = ﬁ > n—o Dn est appelée
noyau de Fejér d’ordre N.

t —

Proposition 23. Pour NeN etteT, ona :

sin( &L ?
Eat) = N:—l ( sfn(zt)t)>

2

Corollaire 24. (Fy)nyen est une approximation de 'identité.

IIT Convergence et séries de Fourier

1) Convergence de Fejér

Théoréme 25 (Fejér). Pour f € C(T), la moyenne de Cesaro des
sommes partielles de la série de Fourier de f converge uniformément
vers f sur T.

Corollaire 26. Tout élément de C(T) est limite uniforme d’une suite de
polynomes trigonométriques.

Corollaire 27. Soit f € C(T). Si (cn(f))nez =0, alors f = 0.

2) Convergence dans L?

Proposition 28. Pour f € L*(T), la somme Sn(f) est la projection
orthogonale de f sur l’ensemble des polynomes trigonométriques de degré
inférieur ou égal a N.

Théoréme 29 (Bessel). Pour f € L?>(T) et N €N, on a :

N 1 2
lea(PHlz =D lenl(N) < */ F (@) dt = 115
n=—N 0

2

Théoréme 30 (Parseval). Pour f € L*(T), Y07 |en(f)* = || f]]5-
Corollaire 31. Pour f € L*(T), Sx(f) converge vers f dans L*(T).

3) Convergence de la série de Fourier

Théoréme 32 (Dirichlet). Soit f : T — C de classe C* par morceausr.
Alors la série de Fourier de f converge simplement sur R vers f la régu-

larisée de f. (f(zx) = %(f(ﬂﬁ') + f(z7)))

Exemple 33. (Sy(f2))nen converge simplement vers fa, on a done, pour
_ sin((2n+1)t
tout t € T, que fa(t) = 3 32070, (2njir)lgn11)zz)n+3)'

Exemple 34. (Sy(f3))nen converge simplement vers fs, on a done, pour

s((2n+1)t
tout t € T, que fa(t) = § — 2 300 ) <)o

Théoréme 35. Soit f : T — C continue et de classe C' par morceaux.
Alors la série de Fourier de f converge normalement sur R vers f.

Exemple 36. (Sy(f1))nven converge normalement vers fi, on a donc,

pour tout t € T, que fi(t) =237 W
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IV Applications

1) Calcul de sommes particuliéres

Exemple 37. En évaluant f1 en 3, on obtient :

> 1 2 . =1 2
2w M XwTG

n=1

Exemple 38. FEn appliquant la formule de Parseval a f1, on obtient

> 1 7l . <1 7
2 @urni o6 M 2 T

2) Formule sommatoire de Poisson

Théoréme 39. Soit F : L'(R) N C°(R). On note, pour tout n € N,
F(n) = [, F(t)e~™t dt. On suppose :

IM >0,30> 1, Ve €R, [F(z)] < M(1+2)™ et > |F(n)| < +o0

nez
Alors on a la relation :
21 Y F(2mn) = > F(n)
nez nez
Application 40. Pour tout s >0, on a :
2 1 mk?
Semte Ly e
neL \/E neL
3) Equation de la chaleur sur le cercle
Pour ug € L?(T), on considére I'équation différentielle :
%—%20 sur RT™* x T (%)
u(0,.) =ug  dans L*(T)

Théoréme 41. [l existe une unique solution u de (x) de classe C* sur
RT* x T, avec u(t,.) tendant vers ug dans L*(T) quand t tend vers 0.

Développements

— Formule sommatoire de Poisson (39,40) [ ]

— Equation de la chaleur sur le cercle (41) [ ]

Références

[ ] M. El Amrani. Suites et séries numériques, Suites et séries de
fonctions. Ellipses

[ | X. Gourdon. Les Maths en Téte : Analyse. Ellipses

[ ] B. Candelpergher. Calcul intégral. Cassini
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Cadre : Soit d € N*. On considére (.,.) le produit scalaire usuel sur R%.

I Transformée de Fourier dans L!(R%)

1) Définition et premiéres propriétés
Définition 1. On définit la transformée de Fourier de f € L'(RY) par :

F(fy=f:|RT — C
f(2)e ¥ @8 dg
R

& —

Remarque 2. Cette définition a un sens car |f(z)e=" @9 | = | f(x)|.
Proposition 3. Pour f € L'(R%), f est une fonction continue.

Théoréme 4 (Riemann-Lebesgue). Si f € LY(R?), lim¢) 500 Flo =0

Proposition 5. Pour f € L'(RY), ona f € L>(RY) avec Hﬂ’ < £l
o0

Proposition 6. L’application F : L*(R?) — CO(R%,C) est bien définie,

linéaire et continue.

Exemple 7. Si f =1_y4), on a f: £y S0 bg) (prolongée par b en 0).
Exemple 8. Siv,(x) = e—az’ pour a >0 et x € R, alors 74 = \/gfy%

Proposition 9. Soient f € L*(R?), a € R% et A > 0.
(i) Sig(x) = f(x)e"™®, alors §(¢) = F(§ — ).
(ii) Sig(x) = f(x — a), alors §(€) = F(&)e~ "),
(iii) Sig = J, alorsg=J.

(i) Si g(@) = J (), alors §(6) = 7 (§)-
Proposition 10. Soient f € L*(R?) et j € [1,d].
(i) Si f € CH(RY) et 0, f € L' (RY), alors 9 f(€)
(i) Six;f € LY(R?), alors 8]-}? existe et 6jf= —zaTj\f

= i&; [(€) pour € € R™.

2) Produit de convolution

Définition 11. Soient f,g: R* — R. Quand ceci a un sens, on pose :

(f * 9)a /f (x—t)d

le produit de convolution de f et g en x € R%.

Proposition 12. La convolution entre fonctions mesurables positives est
commutative et associative.

Exemple 13. Soit f € L'(R?) positive, alors f+0 =0 et f*lpa = Jga f

Proposition 14. Soit f € L} (RY) a support compact. Alors f * g est
bien définie sur R?.

Théoréme 15. (L'(R?), +,- %) est une R-algébre commutative.
Proposition 16. Soient f,g € L*(R%). Alors f/;k\g = f g.
Application 17. L’algébre (L' (R?), +

+,-, %) est sans unité.

Application 18. Si f = f * f dans L*(R?), alors f = 0.

3) Inversion de Fourier

Théoréme 19. Soit f € L*(R?) telle que f € L*(R™). Alors :

f: (2m)df ie. YreRe f

Corollaire 20. La transformée de Fourier est injective.
Corollaire 21. Si f € L'(R%) n’est pas continue, f n’est pas intégrable.

Définition 22. Soit p : I — R une fonction mesurable et strictement
positive, vérifiant Vn € N, [} |z|"p(z) dz < +oc0. On dit alors que p est
une fonction poids.

Théoréme 23. Soient I un intervalle de R et p une fonction poids. S’il
existe a > 0 tel que f] el p(x)dx < oo, alors les polynémes orthogonaux
associés a p forment une base hilbertienne de L?(I, p).
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IT Extension de la transformée de Fourier

1) Prolongement a L*(R?)

Remarque 24. Pour f € L?(R?), on ne peut pas définir f comme dans
LY(R?) puisque x — f(x)e~ &%) n’est en général pas intégrable.

Exemple 25. Si f:x+— L1 j0((z) € L*(R), z — f(x)e " & L*(R).

Lemme 26. Si ¢ € C(RY), alors € L2(RY), et [|@]ly = ll¢lly-

Définition 27. Soit f € L2(R%). Par densité de C>°(R?) dans L?(R%), on
écrit f comme limite de ¢, € C°(R?). Posons F (f) = lim, o0 F (5)-
Cette limite existe et est indépendante de la suite choisie, et définit un
élément de L2(R?).

Proposition 28. Lapplication F : L*(R?) — L2?(R?) est linéaire et

continue telle que pour tout f € Lz(Rd) on a H]:( )||2 = || flly. Pour
fig € LARY), on a (F(f), F (9)) = (f.9), et [o(F (f))g = [a [(F(9)

Théoréme 29. Pour f € L'(R%) N LQ(Rd), on a deuz définitions de la
transformée de Fourier. Ces deux définitions sont équivalentes.

Théoréme 30 (Plancherel). La transformation de Fourier su L*(R%)
est un isomorphisme. En notant J lopérateur défini sur L*(R?) par
Jf(z) = f(—=x), UVinverse de F et donné par F~* = FoJ = Jo F,
ce que l’on peut traduire sous la forme F o F = J. L’opérateur F est
unitaire : F* = F~ L.

2) Espace de Schwartz

Définition 31. Pour z € R? et a € N% on pose 2 = 2! --- 25, et
pour f de classe C!*!, on pose 9* f = 8“11 - 0gaf. Pour f de classe C" et
a, B € N® avec |a| < n, on pose N, 5(f) = ||x55‘0‘f||oo

Définition 32. On appelle espace de Schwartz sur R% ’ensemble :

SRY) ={feC®R.R) |V, B € N Nop(f) < oo}

Proposition 33. Pour tout p > 1, on a C*(R%, R) C S(RY) C LP(RY).

Proposition 34. L’espace de Schwartz est stable par produit avec les
polynémes, dérivation et produit.

Proposition 35. Pour o, 3 € N? et f € S(R?), on a, pour £ € R :

F(0°f) (&) =il“le*F () (&) et F(aPf) (&) =i"0°F (f)(€)

Théoréme 36. La transformée de Fourier est un homéomorphisme li-
néaire de l’espace de Schwartz dans lui-méme.

3) Distributions tempérées

Définition 37. On définit I'espace vectoriel D’(R?) des distributions dans
R¢ comme le dual topologique de C5°(R¢, R), I'espace vectoriel S’(R%) des
distributions tempérées dans R? comme le dual topologique de S(R?), et
l'espace vectoriel £'(R?) des distributions & support compact dans R?
comme le dual topologique de C>°(R? R).

Proposition 38. Comme on a une injection continue C5¢(R% R)
S(RY), on a une injection continue S'(R?) — D’ (R9).

Définition 39. Pour T € S'(RY), on définit 7 : S(RY) — R par
<f,<p> = (T, %) pour tout ¢ € S(R?). L’application T est une distri-

bution tempérée, appelée transformée de Fourier de T'.

Théoréme 40. La transformée de Fourier des distributions tempérées
donne un homéomorphisme linéaire de S'(R?) dans lui-méme.

Proposition 41. Soient T € S'(R?) et a € N. On a :
(i) F(F (D) = @m)'T, ou (T, ) = (T,¢).
(it) F(0°T) = il*IgoF (T), ot (9°T, ) = (—

(iii) F (x°T) = il F (T).

DT, 0%¢).

Exemple 42. On a dy =1, sin =6, — 6_1, (z — bm(bw)) S 50

b——+o0
Définition 43. Soient T € D'(R?) et S € £ (R?). On définit la convolu-
tionde T et S par (T S, p) = <T,§* go>,0f1.§*<p x> (S(y), oy —x)).
Proposition 44. Soient T € D'(R?), S € £&'(R?) et a € N<. Alors :

Txdg=00+xT =T et 0T xS)=(0T)*S=T=x(0*S)
Théoréme 45. Soient T € S'(R?) et S € £'(RY). Alors T x S € S'(RY),

et F(T'xS)=F(T)F(S).
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IIT Applications

1) Formule sommatoire de Poisson

Théoréme 46. Soit F : L*(R) N C°(R). On note, pour tout n € N,
n) = [, F(t)e ™" dt. On suppose :

IM >0,30> 1, Ve €R, [F(z)] < M(1+|2)™ et > |[F(n)| < +o0
nez
Alors on a la relation :
27 Z F(2mn) Z F( )
nez nez
Application 47. Pour tout s >0, on a :
St 2y e
e = e s
ne’ \[ nez
2) Equations aux dérivées partielles
Pour uy € C?(R), on considére I'équation différentielle :
ou
E_W_O SHTR+*XR (*)
u(0,.) = ug dans C%(R)

Théoréme 48. [l existe une unique solution u au probléme de Cauchy
(x) donnée pour x € R et t >0 par :

_(z—y)?

u(t,z) =

vt
3) Application en probabilités

Définition 49. Soit f(x) = #e‘é définie sur R. La fonction f est
la densité d’une loi de probabilité, appelée loi normale centrée réduite et
notée N (0,1). Si X suit la loi N (0,1), on notera N (m,o?) la loi de
Y=0X+m,pourmeReto>0.

Proposition 50. Soient X < N(0,1) et Y < N (m,0?). Alors
E[X]=0, E[Y]=m, Var(X) =1 et Var(Y) = %

Définition 51. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans F = R%. On

définit la fonction caractéristique px de X par :

RY — C
A — E e

+2

Exemple 52. Si X < N (0,1), alors ox(t) =e =.

Remarque 53. Si X a pour densité f, alors px = /f

Proposition 54. ¢x caractérise Px.

Proposition 55. Si X est réelle et E[|X|P] < 400, alors x est p fois
dérivable et gp(f;)()\) = ’E [XPe*X]|. En particulier, gog’(’)(O) = i?E [XP].

Théoréme 56 (Lévy). X, —L 5 X siet seulement si px, — Px.
n—-+4oo - n—+4oo

Théoréme 57 (Théoréme central limite). On suppose que les X,, sont
indépendants, identiquement distribués et de carré intégrable. Alors :

£ N (0,1)

n—-+oo

L

Développements

— Formule sommatoire de Poisson (46,47) [ ]
— Transformée de Fourier d’une gaussienne (8) | ]

— Densité des polynémes orthogonaux (23) [ ]
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Cadre : [ est un intervalle de R non réduit a un singleton, et C' une
partie d’un espace vectoriel F.

I Généralités autour de la convexité

1) Définition et premiéres propriétés
Définition 1. C est convexesi:Va,be C, Vt €[0,1], (1—-t)a+tbe C.
Exemple 2. Un intervalle de R est convexe, une boule de E est conveze.

Définition 3. On dit que la fonction f : C' — R est convexe lorsque,
pour tous a,b € C et tout A € [0,1], on a :

FI=Na+Ab) < (1= A)f(a) + Af(b)

On dit que f concave si —f est convexe. Lorsque I'inégalité est stricte
pour a # bet 0 < A < 1, f est strictement convexe. Pour a > 0, on dit
que f est a-convexe si pour tous a,b € C distincts et tout A €]0,1[, on a :

FI(L=Na+2b) < (1 =A)f(a) + Af(b) - % lla = B> AL = )

Remarque 4. L’a-convexité implique la stricte convexité, qui implique
la convexité.

Remarque 5. Une fonction f : C — R est convexe si l’ensemble
{(z,y) e C xR |y > f(x)} est conveze.

Exemple 6. L’application x — ||x| est conveze

Théoréme 7. Une fonction f : C — R est conveze si, et seulement si,
pour tous z,y € C, t — f((1 —t)x + ty) est convexe sur [0,1].

Proposition 8. (i) Une combinaison linéaire a coefficients réels posi-
tifs de fonctions convexes est conveze.

(i) La composée d’une fonction conveze croissante avec une fonction
convexe est conveze.

(i) Une limite simple de fonctions convezes est convexe.
(iv) Le mazimum de deux fonctions convexes est conveze.
Remarque 9. Le produit de deux fonctions convexes n’est pas méces-

sairement convere (—x - x% = x®), et leur composition non plus ((xz
—xz)o (z+ 2%) = (x> —2?)).

Proposition 10. Une fonction conveze sur I est continue sur I.

2) Caractérisation des fonctions convexes
En dimension 1

Théoréme 11. Pour f: I — R, il y a équivalence entre :
(i) [ est convexe sur I.

(i) Pour a <b<c dansl, on a : f(bz_f(a) < f(cz_f:(a) < L=f®)

—a - c—b

f(@)—f(a)

x

(itt) Pour a € I, la fonction x — est croissante sur I\ {a}.

Corollaire 12. Une fonction de R dans R est affine si, et seulement si,
elle est convezxe et concave.
Théoréme 13. Soit f: I — R dérivable. Il y a équivalence entre :
(i) f est (strictement) conveze sur I.
(i) La fonction dérivée [’ est (strictement) croissante.
(#ii) La courbe représentative de f est située (strictement) au-dessus de

sa tangente en tout point de I.

Proposition 14. Si f est deux fois dérivable sur I, elle est alors convexe
si, et seulement si, f” > 0.

En dimension n > 1

Théoréme 15. Soit J: C' — R différentiable. Il y a équivalence entre :
(i) J est conveze sur C.
(i) Yo,y € C, (VJ(z) —VJ(y),z —y) > 0.
(iii) Ve, y € C, J(z) = J(y) +(VJ(y),z —y).
Si J est deux fois différentiable, on a aussi : <d2J(;v) -y,y> > 0.
Théoréme 16. Soit J : C' — R différentiable. Il y a équivalence entre :
(i) J est a-conveze sur C.
(ii) Yo,y € C, (VJ(x) =V I(y),z —y) > alz—y|”
(i) Y,y € C, J(x) = J(y) +(VI(y),x —y) + & |z — y|*.
Si J est deus fois différentiable, on a aussi : (d*J(z) - y,y) > « [Pl
Exemple 17. Si A est une matrice symétrique définie positive, alors la

fonctionnelle quadratique J : X — (AX, X) — (B, X) est \i-conveze, ot
A1 est la plus petite valeur propre de A.
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3) Inégalités de convexité

Proposition 18. Soient n € N* et ay,...,a, € RY, alors :

Il y a égalité si, et seulement si, tous les a; sont égaux.
Proposition 19 (Young). Soient p,q > 0 tels que %+% =1leta,beRT :

aP b
ab< —+ —
p q

1l y a égalité si, et seulement si, aP = b9.

IT Applications dans certains espaces

1) Espaces de Hilbert

Soit (H,(.,.)) un espace de Hilbert. Soit K C E un convexe fermé non
vide.

Théoréme 20. Pour tout f € H, il existe un unique élément de K, noté
P (f), et appelé projection de f sur K, tel que :

1P(f) ~ 7l = inf [lo— /]
De plus, Pk (f) est caractérisée par :

Vv e K, Re((f — Px(f),v — Px(f)))

Remarque 21. L’application x — Pk (z) est 1-lipschitzienne.

0

N

Corollaire 22. Soient M un sous-espace vectoriel fermé de H et f € H.
Alors Py (f) est caractérisé par :

Pyu(f)eM et YveM, Re((f— Pu(f),v)) =0
De plus, Py est un opérateur linéaire.

Théoréme 23 (Riesz-Fréchet). Soit o € H'. Alors :

A feH YveH, (pv) =(fv)

Théoréme 24 (Lax-Milgram). Soient H un espace de Hilbert, a une
forme bilinéaire continue et coercive sur H, et £ € H'. Alors il existe un
unique u € H tel que, pour tout v € H, a(u,v) = £(v). Si de plus a est
symétrique, u réalise le minimum sur H de v — $a(v,v) — £(v).

Application 25 (Dirichlet). Pour f € L?, on considére le probléme :

{ —u" +u=f sur]0, 1]
u(0) =u(l) =0

11 existe une unique solution faible w € H([0,1]) a ce probléme.

2) Espaces L?
Soient (F, A, u) un espace mesuré, K =R ou C, et p,q > 0 conjugués.

Définition 26. Pour tout réel p > 0, on définit le K-espace vectoriel :

Jurpdu< +oo}
X

Sauf situation ambigué, on privilégiera la notation plus concise £ (u).

LRX, A p) = {f : X — K mesurable

Définition 27. Pour toute fonction f : X — K et tout p > 0, on définit :

i1, = ([ 177 a)" (comention : oo = o)

Proposition 28 (Holder et Minkowski). Soient a,b € RT et f,g: F — K
mesurables, alors :

Ifglly <171, Mgl et 11 +all, < 11, + llgll,

Définition 29. Pour 1 < p < 400, on définit L% (u) comme lespace
vectoriel normé quotient de ZF(u) par les fonctions presque nulles. On
associera par abus de langage un élément de £F (1) & sa classe dans L ().

Théoréme 30. (L7, |.||,) est un espace vectoriel normé.

3) Espaces de probabilité

Soient (£2,.4,P) un espace de probabilité et X une variable aléatoire.

Proposition 31 (Jensen). Si X € L! et ¢ est conveze, alors ¢(E [X]) <
E[¢(X)]. De plus, si ¢ est strictement conveze, on a égalité si, et seule-
ment si, X est constante presque strement.

Remarque 32. En particulier, |[E[X]| < E[|X|] et E[X]* <E [X?].
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IIT Recherche d’extrema et de points fixes

1) Optimisation

Théoréme 33. Si J : C — R est différentiable en u € C et admet un
minimum local en u, alors :

VoeC, (VJ(u),v—u) =20
Théoréme 34. On considére J : C — R.

(i) Si J est convexe, tout minimum local est global.
(ii) Si J est strictement convexe, J admet au plus un minimum global.
(iti) Si J est a-convexe, J admet un unique minimum global.

(iv) SiJ est définie sur un ouvert contenant C et différentiable enu € C,
alors le théoréme précédent donne en fait une équivalence.

(v) Si C est ouvert, le théoréme précédent équivaut a V J(u) = 0.

2) Méthodes de gradient

Soit J : R®™ — R. On suppose J différentiable. On cherche, s’il existe, un
élément u € R” tel que :

J(u) = vlean" J(v)

Pour cela, on utilise les méthodes de gradient. On considere la suite :
ug ER™ et VEe N, ot = — pF vV J(uF)

Il existe plusieurs possibilités pour choisir les p*, par exemple :

(i) Gradient & pas fixe : p¥ = p une constante positive fixée.

(ii) Gradient a pas optimal : p* minimise p — J (u* — pV J(uF)).
Théoréme 35. Si J est a-conveze et différentiable, et que V J est L-

lipschitzienne, alors la méthode de gradient d pas optimal converge vers
lunique minimum de J.

Application 36. Soient A € S;FT(R), b € R" et c € R. On considére la
fonctionnelle quadratique J : R™ — R définie par :
J(X)=(AX, X)) — (b, X) + ¢

Cette fonctionnelle satisfait les conditions du théoréme précédent. De plus,
son minimum est atteint en Xo € R™ qui vérifie VJ(Xy) = AX —b=0.
On a donc une méthode itérative pour approcher la solution de AX = b.

3) Meéthode de Newton

La méthode de Newton consiste a approcher une solution d’une équation
f(x) = 0 en partant d’une approximation plus grossiere. L’idée est de
remplacer la courbe de f par sa tangente.

Théoréme 37 (Méthode de Newton). Soient a,b € R tels que a < b, et
soit f : [a,b] = R une fonction de classe C? telle que f(a) < 0 < f(b) et
/>0 sur [a,b]. On considére la suite (xy)nen définie par :

f'(wn)

x9 € [a,b] et VneN, x,1 = ¢(z,) =2, —

La fonction f admet un unique zéro a €la,b|, et on a :
(i) Il existe € > 0 tel que, pour xo € I =|a—e,a+¢|, la suite (X )nen
converge quadratiquement vers «, et il existe C' > 0 tel que :

VneN, |z, —al <Oz, — af?

(ii) Si de plus f"” > 0 sur [a,b], alors, pour x €]a,b], la suite (Tp)neN
est strictement décroissante, et pour tout n € N on a :

f" (@)
2f(a)

0< py1 —a<Clr, —a)® et 2,01 —a (, —a)?

Développements

— Projection sur un convexe fermé et théoreme de Riesz (20,22,23)

— Algorithme de gradient & pas optimal (35) [ ]

Références

[ ] E. Ramis, C. Deschamps, et J. Odoux. Cours de Mathématiques,
Topologie et éléments d’analyse. Masson

[ ] J.-E. Rombaldi. Eléments d’analyse réelle. EDP Sciences

[ ] M. Briane et G. Pages. Théorie de ’intégration. Vuilbert

[ | P. Ciarlet. Introduction d l’analyse numérique et a loptimisation.
Masson

[ | H. Brezis. Analyse fonctionelle. Masson
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Annexes
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FIGURE 1 — Inégalité des trois pentes
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FIGURE 2 — Tangentes d’une fonction convexe

|
o /f1 Zo

FIGURE 3 — Méthode de Newton

‘9sATeue Uo 9)IXIAUOD P UOIJOU [ 9P UOIYesI[I}) - £GT



q1¢

Cadre : Soient (£2,.4,P) un espace probabilisé, (E,£) un espace proba-
bilisable et d € N*.

I Loi d’une variable aléatoire

1) Définitions et premiéres conséquences
(,A) —

Définition 1. (i) Une fonction mesurable X :
appelée variable aléatoire.

(E,E) est

(ii) On note Px la mesure image de IP par X, que ’on appelle loi de X.
i(E &) =(R,B(R)), X est dite réelle.

)

(iii) S

(iv) Si X(€2) est dénombrable presque stirement, X est dite discrete.
)

(v) SiPx est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue
A, on dit que X est & densité de densité dPx /dA.

E ={PF}.

= {couleurs}.

Exemple 2. (i) Résultat du lancer d’une piéce :

(i) Couleur d’une boule tirée dans une urne : E
Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans F.

Proposition 3. Soient I au plus dénombrable et E' = (e;);cr C E tel
que X(Q) C E'. Alors Px est caractérisée par (p;)icr, ot p; = P(X = ¢;)
avec Y i pi =1 et Px =3 ;1 pide,.

Remarque 4. Réciproquement, si f : E' — [0,1] est telle que
> icr fei) =1, alors il existe une unique probabilité P sur (E,E) telle que
P(e;) = f(e;). Une variable aléatoire suivant cette loi est alors discréte.

Exemple 5. B(p), B(n,p), U([1,n]), P(N), G(q) et leur loi. (cf Annexe)

2) Caractérisation par ’espérance de fonctions
Soit X une variable aléatoire & valeurs dans E = R%.
Remarque 6. Px est déterminé par son image sur les boréliens.

Définition 7. Si X est réelle et intégrable, on définit ’espérance de X par
= [, X (w)dP (w). Sinon, on écrit X = (X1,...,Xy), et si | X est
intégrable, on définit I'espérance de X par E [X] = (E[Xq],...,E[X4]).

Exemple 8. (i) Espérance des lois classiques (cf Annexe).

(ii) Les lois de Cauchy n’admettent pas d’espérance.
Remarque 9. L’espérance ne dépend que de la loi de la variable aléatoire.

Définition 10. Si X est de carré intégrable, on définit la variance de X
par Var(X) =E [(X — E[X])?].

Proposition 11 (Formule de transfert). Soit f : R? — R borélienne.
Alors f(X) € LY, A,P) si, et seulement si, f € L'(R? B(R?),Px).
Dans ce cas, on a :

X] = / (X (@))dP (w) =

Application 12. §i X < & (\) avec A >0 et 0 > 0, alors X — & (%)

f(@)dPx (x)
]Rd

Proposition 13. La donnée de E [f(X)] pour toutes les fonctions f conti-
nues positives d support compact caractérise la loi de X.

Remarque 14. On peut aussi prendre les fonctions continues bornées ou
les fonctions C*° a support compact.

Application 15. Si Uy, Uy < N (0, 1) sont indépendantes % — C(0,1).

II Caractérisation par des fonctions

1) Fonction de répartition
Soit X une variable aléatoire réelle.
Définition 16. On définit la fonction de répartition Fy de X par :

Fx:|R — [0,1]
x — Px(—o00,z]) =P(X < x)

Exemple 17. Fonctions de répartition des lois classiques (cf Annexe).

Proposition 18. (i) Fx est croissante, continue d droite, tend vers 0
en —oo et vers 1 en +o0.

(ii) Réciproquement, toute fonction satisfaisant le point précédent est la
fonction de répartition d’une variable aléatoire.

(iii) Si f est une densité de probabilité, alors F : x f f(t)dt est
la fonction de répartition d’une variable aléatoire Y telle que Py
admette pour densité f.
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Proposition 19. Fx caractérise Px.

Remarque 20. On peut généraliser la fonction de répartition pour une
variable aléatoire d valeurs dans Re. Le résultat reste valable.

2) Fonction caractéristique

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans F = R%.

Définition 21. On définit la fonction caractéristique px de X par :

Yx : Rd — C
A — E[eM]

Exemple 22. Fonctions caractéristiques des lois classiques (cf Annexe).
Proposition 23. px caractérise Px.

Proposition 24. Si X est réelle et E[|X|P] < 400, alors px est p fois
dérivable et <p()f)()\) = PE [XPe*X|. En particulier, wgf)(O) = PE[X7].

Remarque 25. Réciproquement, si p est pair et o x p fois dérivable en 0,
alors E[| X|P] < 400. On peut construire X n’admettant pas d’espérance,
mais telle que px est dérivable en 0 (admis).

3) Fonction génératrice

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans E = N.

Définition 26. On définit la fonction génératrice Gx de X par :

Gxt R — R
s ]E[SX]

Remarque 27. Le rayon de convergence de cette série est au moins égal
aletGx(1l)=1.

Exemple 28. Fonctions génératrices des lois classiques (cf Annexe).

()
Proposition 29. Gx caractérise Px . En particulier P (X = k) = GXM(O).

Proposition 30. E[|X|P] < 400 si, et seulement si, Gx est p fois déri-
vable et dans ce cas Ggf)(l) =EX(X-1)---(X—-p+1)].

Application 31. E [X] = G (1) et Var(X) = G% (1) + G (1) — G5 (1)2.

III Vecteurs aléatoires et indépendance

Soient X, Y des variables aléatoires a valeurs dans E, F' des espaces pro-
babilisables.

Définition 32. La loi du couple (X,Y") est appelée loi conjointe. Les lois
de X et de Y sont appelées lois marginales.

Remarque 33. La donnée de la loi conjointe permet de retrouver les lois
marginales. La réciproque est fausse : si X, Y — B (%) et sont indépen-
dantes, alors (X, X) et (X,Y) ont méme lois marginales, mais pas méme
loi conjointe.

Proposition 34. X etY sont indépendantes si, et seulement si :
(Z) ]P)(X7y) =Py @ Py

(i) E[f1(X)f2(Y)] = E[fia(X)]E[f2(X)] pour toutes fonctions boré-
liennes f1 et fs.

(iii) Pour tous A1, A2 € R, px v)(A1,A2) = ox (A1)py (A2).
Définition 35. On définit la covariance de X et Y par :
Cov(X,Y) =E[(X —E[X])(Y —E[Y])]

Proposition 36. Si X et Y sont indépendantes, alors Cov(X,Y) = 0,
Pxiy =Px X Py et Gx+y = GxGy lorsque ces quantités existent.

Remarque 37. On peut généraliser ces propositions a des familles quel-
conques de variables aléatoires.

IV Convergence en loi

Soit (X, )nen+ et X des variables aléatoires & valeurs dans R,
Définition 38. On dit que (X,,) converge en loi vers X si, pour tout
v € Cp(R,R), lim, E[o(X,)] = E[p(X)]. On note alors X, 5 X.
Exemple 39. 5i X,, — N(0,0’%) avec limy, 4000, = o, alors X,

converge en loi vers X «— N (0702),

Théoréme 40 (Lévy). X, — £ s X siet seulement si vx, — Px.
n—+oo n—-+o0o

On se place maintenant dans le cas réel, ou d = 1.
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Proposition 41. Si les X,, sont a valeurs dans N, alors X, L) X Développements

n—-+oo

st, et seulement si, pour tout k € N, P(X,, = k) —— P (X = k). ]
n—r+oo — Théoreme central limite et intervalle de confiance (43,44) |

— Loi des évenements rares de Poisson (46
Proposition 42. X, £ x si, et seulement si, Fx  — Fx en tout point (46) { )

de continuité de Fx.

Références
Théoréme 43 (Théoréme central limite). On suppose que les X,, sont
indépendants, identiquement distribués et de carré intégrable. Alors : [ ] P. Barbe et M. Ledoux. Probabilité. EDP Sciences
" [ ] J.-Y. Ouvrard. Probabilités : Tome 1. Cassini
L Z Xi —E[Xi] £ N (0,1) [ ] J.-Y. Ouvrard. Probabilités : Tome 2. Cassini
V= Var(X;) oo ’

Application 44. On suppose que les X,, sont indépendants, identique-
ment distribués et de loi B (p) pour p € [0,1] inconnu. Le théoréme central
limite donne un intervalle de confiance asymptotique de niveau o pour p
en fonction de la moyenne empirique p, = %22:1 X;. Il s’agit de :

_— q1—¢<
10, = |pn+ =2
[ 2\/71]

ot ¢ est le quantile d’ordre t de N (0,1).

Application 45 (Monte-Carlo). Soit f : [0,1] — R intégrable par rap-
port a la mesure de Lebesgue, et (X, )nen+ une suite de variables aléatoires
indépendantes, identiquement distribuées et de loi U ([0, 1]). Alors :

n

1 1
ng(Xi) m/o f(t)dt p.s.

k=1

Théoréme 46. Soit (X, j)nen+ je[1,m,] une suite de variables aléatoires
indépendantes & valeurs dans {0,1}, avec (My)nen+ une suite croissante
de N* qui tend vers +o00. On pose P(X,, ; =1) =p, ; et S, = Ejjvi"l Xnj-
On suppose de plus que :

M,
lim max p,; =0 et lim DPnj=A>0
1

n—+o00 1<j< M, n—-+00 4
]:

Alors la suite (Sp)nen+ converge en loi vers la loi de Poisson P (A).
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Annexes
Nom Parameétres Notation Px E[X] | Var(X)

. ) "1 n+1l | n?-1 1 int 1t—tntt
Uniforme neN U ([1,n]) ; Eék 5 3 - Ze P
Bernoulli pe0,1] B(p) poL+ (1 —p)do p | p(l—p) | pe"+(1-p)

Binomiale neN pel0,1] | B(n,p) (Z)pk(l — p)"kg, np np(1—p) | pe’ + (1 —p)" (1—-p+pt)"
k=0
Géométrique q€[0,1] G(q) 3 q(1 —q)* 16 1 L—q
’ — q ¢ L= (1—q)e
> Aee=A A(eit—1)
Poisson A>0 P (N > 0 A A
k=0
FIGURE 1 — Lois de probabilités discretes

Nom Parameétres Notation f) E[X] px(t)
. a + b eitb _ eit(l
Uniforme a,beR, a<b | U(a,b]) ml[a,b] (t) 5 o= a)
(t—=m)? ) 242

Normale meR, c2>0 | N (m,o? e~ 202 m eimt="=3

( ) V2mo?
1 A
Exponentielle A>0 EN) e Mg () - Py
— 1
1 1
Cauchy meR, a>0 C (m,a) - eIt
ma+ (t—m)?

Gamma A>0,neN” ' (A\n) A e M gy (1) z N
: : T'(n) ’ ) (A —it)"

FIGURE 2 — Lois de probabilités continues
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Cadre : On se place dans l’espace probabilisé (2, 4,P), sur lequel sont
définies (X, )nen+ et X des variables aléatoires réelles.

I Modes de convergence

1) Convergence presque siire

Définition 1. On dit que (X,,) converge presque slirement vers X si :

p({wen

Autrement dit, si ’ensemble ou X, ne converge pas vers X est négligeable.
On note alors X,, 225 X.

lim X, (w) = X(w)}) =1

n—-+oo

Remarque 2. La condition de convergence presque sure équivaut d :
Ve>0,P <limsup{|Xn -X|> 5}) =0
n—-+oo

Exemple 3. Dans ([0, 1], B([0,1]), ), ot X est la mesure de Lebesgue sur
[0,1], X

n = ]l[()%[ converge presque surement vers 0.
Exemple 4. Supposons que X,, — B (p), et posons U, = > 1 27 X,.
Alors U,, 225U, 0t U est une variable aléatoire d valeurs dans [0,1].

Théoréme 5 (Borel-Cantelli). Soit (Ay)nen+ une suite d’événements.
(i) Si> P(A,) < oo, P(limsup 4,,) = 0.
(i) Si > P(A,) = oo et les A, sont indépendants, P (limsup 4,,) = 1.

Exemple 6. On lance une infinité de fois une piece équilibrée, on obtien-
dra presque stirement une infinité de fois 42 piles consécutifs.

Exemple 7. Supposons que X, — &£ (1) et sont indépendantes. Alors

maxlgign Xi

: converge presque stirement vers 1.
nn

2) Convergence en probabilités
Définition 8. On dit que (X,,) converge en probabilité vers X si :
Ve>0, lim P(|X,—-X|>¢e)=0
n—+o0o

On note alors X, B x.

Exemple 9. Dans ([0,1],B([0,1]), ), ot X est la mesure de Lebesgue sur
[0,1], X, = 1g 1| converge en probabilités vers 0.

Proposition 10. Soient f : R — R continue, X, B X et Y. By,

P

(X0, V) 5 (X)Y)  Xo4Y, D5 X4Y (X)) S f(X)

3) Convergence dans L?

Définition 11. Siles (X, )nen+ et X sont dans LP, pour p € [1, +00[. On
dit que (X, )nen+ converge vers X dans LP silim,,—, oo || Xn — X||p =0, ou
de maniere équivalente lim,_, o E[| X, — X|?] = 0. On note X" 7 x.

1
n

Exemple 12. Supposons que X,, — B( ) et sont indépendantes. Alors
E[|X?|=E[X]=1 P 0. Donc X,, converge dans LP.

Proposition 13 (Markov). Soit X est positive.

E
vwo,w(x»gg%

Corollaire 14 (Bienaymé-Tchébychev). Soit X est de carré intégrable.

E[(X -E[X])"]

Vi>0, P(|X —E[X]|>1) -

N

Proposition 15 (Holder). Soient X € LP et Y € L tels que % + % =1
1 1
E[XY] <E[IX[7]» B[]y

Définition 16. On dit que (X,,)nen+ est équi-intégrable si les X,, sont
intégrables et que :

lim Sup/ | X;|dP =0
{|X;|>c}

c—+o0 neN*

Exemple 17. Une famille finie de variables aléatoires intégrables est équi-
intégrable.
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4) Convergence en loi

Définition 18. On dit que (X,) converge en loi vers X si, pour tout
¢ € Cp(R,R), lim, E [¢(X,,)] = E[¢(X)]. On note alorsX, £ x.

Remarque 19. On peut prendre les (X, )nen+ et X définies sur des es-
pace probabilisés différents.

Exemple 20. 57 X — N(O,afl) avec lim, 4000, = o, alors X,
converge en loi vers X — N (0, 02).

Théoréme 21 (Lévy). X, —£ 5 X siet seulement si PX0 T P
n—-+00

n—-+o0o
Proposition 22. Siles X, sont a valeurs dans N, alors X, —i—% X
n—-+oo

st, et seulement si, pour tout k € N, P(X,, = k) P P(X =k).
n—+00

Proposition 23. X, £ x si, et seulement si, Fix, — Fx en tout point
de continuité de Fx.

II Liens entre les modes de convergence

Proposition 24. Soient 1 <p<g< +o00. Ona :

L L9 LP
X,—X = X,—X = X,—X

Proposition 25. X,, 2% X = X, 5 X

Contre-exemple 26. Supposons que X,, <> B(%) et sont indépen-
dantes. Alors X,, converge en probabilités et dans LP wvers 0, mais ne
converge pas presque stirement.

Proposition 27. X, 25 X = X, 5 X

Théoréme 28. La convergence en probabilité implique la convergence
presque sire d’une sous-suite vers la méme limite.

Corollaire 29. La convergence dans LP implique la convergence presque
stre d’une sous-suite vers la méme limite.

Théoréme 30. X, 5 X = X, 5 X

Remarque 31. La réciproque est vraie si la variable limite est constante,
mais pas en général : st X — B (%), alors 1 — X & X, mais pas en pro-
babilités.

Théoréme 32. Si les X, sont intégrables, on a équivalence entre :
(i) Xn LX et (Xn)nen+ est équi-intégrable.
1
(ii) X, Ly X et X est intégrable.

Contre-exemple 33. Dans ([0,1], B([0,1]), ), ot A est la mesure de Le-
besque sur [0,1], X,, = nly 1| converge en probabilités vers 0, mais pas
dans LP.

IIT Théorémes limites

1) Lois des grands nombres

Théoréme 34 (Loi faible des grands nombres). Soit (X, )nen+ une suite
de variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées
de méme loi qu’une variable aléatoire réelle X. Alors :

1 <& P
E[|X - X, = E[X
Xl <toe = 13X 5B

Théoréme 35 (Loi forte des grands nombres). Soit (X, )nen+ une suite
de variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées
de méme loi qu’une variable aléatoire réelle X. Alors :

1 — ps.
E[|X NTx, ELEx
[X]]<+0 n; [X]

Application 36 (Monte-Carlo). Soit f : [0,1] — R intégrable par rap-
port d la mesure de Lebesque, et (X, )nens une suite de variables aléatoires
indépendantes, identiquement distribuées et de loi U ([0, 1]). Alors :

n

1 1
ﬁZf(Xi)——»/O f(t)dt p.s.

n—-+oo
k=1
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2) Théoréme central limite

Théoréme 37 (Théoréme central limite). On suppose que les X,, sont
indépendants, identiquement distribués et de carré intégrable. Alors :

1 <X, -E[X

L Z i [ z] L N (O7 1)

V= /Var(X;)  no+eo
Application 38. On suppose que les X,, sont indépendants, identique-
ment distribués et de loi B (p) pour p € [0,1] inconnu. Le théoréme central
limite donne un intervalle de confiance asymptotique de niveau o pour p
en fonction de la moyenne empirique p, = %22:1 X;. Il s’agit de :

—~, N1-¢
1C, = + —=
N

ot q¢ est le quantile d’ordre t de N (0,1).

Application 39. Dans la méthode de Monte-Carlo, on obtient un inter-
valle de confiance de probabilité asymptotique 1 — o de longueur propor-
. s 1
tionnelle a T
Théoréme 40. Soit (X, j)nen je1,Mm,] une suite de variables aléatoires
indépendantes & valeurs dans {0,1}, avec (My,)nen+ une suite croissante
de N* qui tend vers +o00. On pose P (X, ; =1) =p, ; et Sp, = ZjM:"l Xnj.

On suppose de plus que :
M,
lim max p,; =0 et lim an,j =A>0
=1

n—+o00 1<j< M, n—+00 4
J

Alors la suite (Sp)nen+ converge en loi vers la loi de Poisson P (X).
Développements
— Théoréme central limite et intervalle de confiance (37,38) | ]
— Loi des événements rares de Poisson (40) | |
Références
[ ] P. Barbe et M. Ledoux. Probabilité. EDP Sciences

[ ] J.-Y. Ouvrard. Probabilités : Tome 1. Cassini
[ ] J.-Y. Ouvrard. Probabilités : Tome 2. Cassini
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Annexes
= ———4 = ———4
, » »
N \ \
1 1
Pour une | . o v Si la suite est
. 1 Si domination P
sous-suite 1 , , équi-intégrable
“ 1 1
* 1 1
= ———4 "
N ____-- ‘ @
Légende : Pour une

sous-suite

——= Implication

- - --> Implication partielle

FIGURE 1 - Liens entre les modes de convergence
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Cadre : On considere (2, A, P) un espace probabilisé et (F, ) un espace
probabilisable.

I Variables aléatoires discretes, généralités

1) Loi d’une variable aléatoire discréte

Définition 1. (i) Une fonction mesurable X : (Q,4) — (E,E) est
appelée variable aléatoire.

(ii) On note Px la mesure image de P par X, que ’on appelle loi de X.
(iii) Si (E,€) = (R,B(R)), X est dite réelle.

(iv) Si X () est dénombrable presque stirement, X est dite discrete.
(i) Résultat du lancer d’une piéce : E = {P,F}.

(i) Couleur d’une boule tirée dans une urne : E = {couleurs}.

Exemple 2.

Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans E.

Proposition 3. Soient I au plus dénombrable et E' = (e;);cr C E tel
que X(Q) C E'. Alors Px est caractérisée par (p;)icr, ot p; = P(X = €;)
avec Y i pi =1 et Px =3,/ pide,.

Remarque 4. Réciproquement, si f : E' — [0,1] est telle que
> icr f(ei) =1, alors il existe une unique probabilité P sur (E, ) telle que
P (e;) = f(e;). Une variable aléatoire suivant cette loi est alors discréte.

2) Lois discrétes usuelles

Les variables aléatoires discretes les plus classiques sont a valeurs dans N.
On trouvera en annexe les propriétés de ces lois.

Application 5 (Modélisation par des variables aléatoires discreétes).

(i) On lance une piéce équilibrée et on note X = 1 si le résultat est
"face”, 0 sinon. Alors X — B (%)

(ii) Si on lance n fois la piéce de maniére indépendante, le nombre X
de succés suit B (n, %)

(iii) Le résultat du jet d’un dé a 6 faces équilibré suit U (]1,6]).

(iv) Soit £ le nombre moyen de personnes se présentant & un guichet
chaque minute. Le nombre de personnes se présentant pendant N
minutes peut se modéliser par P (NY).

(v) On lance une piéce équilibrée et on note X le nombre de lancers
nécessaires avant d’obtenir "face'. Alors X — G (%)

3) Espérance, variance

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discrétes.

Définition 6. Lorsque cela a un sens, on définit :
(i) L'espérance de X : E[X] =) g 2P (X =)
(ii) La covariance de X et Y : Cov(X,Y) =E[(X —E[X])(Y —E[Y])]
(iii) La variance de X : Var(X) = Cov(X,X) = E [(X — E[X])?]
Proposition 7. Cov est une forme bilinéaire symétrique positive, et on
a Cov(X,Y)=E[XY]-E[X]E[Y] et Var(X) =E [XQ] —E [X]2

Proposition 8. Si X et Y sont indépendantes, alors Cov(X,Y) =0, et
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

4) Indépendance

Définition 9. Soient I un ensemble et (X;);ecr des variables aléatoires a
valeurs dans (E;, &;). Les X; sont indépendantes si, pour tout J C I fini :

V(Ai)ieJ S Hgi’ P (ﬂ X; € A,) = HP(X, S Az)
icJ ied ieJ
Proposition 10. Soient I un ensemble et (X;)ics des variables aléatoires
a valeurs dans (E;,&;). Soient (E!);cr dénombrables tels que X; € E
presque sirement. Les (X;)ier sont indépendantes si, et seulement si, pour
tout J C I fini, on a :

V(ei)ies € [[ Ei, P (m{Xi = 6i}> =[IPXi=e)
ied ied =
Exemple 11. Soient X etY les résultats de deux lancers indépendants
d’un dé a 6 faces équilibré. Soit Z = Lix iy est pairy- Alors (X,Y), (X, Z)
et (Y, Z) sont indépendantes, mais pas (X,Y, 7).

Proposition 12. Soient X etY réelles discrétes indépendantes. Alors :

Pxiy =Px #Py oi Px#Py(z)= > Px(2)Py(y)

rty=z

Application 13 (Marche aléatoire sur Z%). Soit (e;) la base canonique de
R?. Soient (X;);en+ des variables aléatoires indépendantes identiquement
distribuées telles que P (X =e;) = P(Xy = —e;) = ﬁ. On pose Sy =0
et Sp = > 1 Xi pour n € N*. Alors P (S,, = 0 infiniment souvent) = 1
sid<2etP(|S,] = o00)=1sid>2.
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IT Caractérisation des lois discréetes

1) Fonction de répartition

Soit X une variable aléatoire réelle discrete.

Définition 14. On définit la fonction de répartition F'x de X par :

Fx:|R — [0,1]
x +— Px(]—o0,2]) =P(X < x)

Exemple 15. Fonctions de répartition des lois classiques (cf Annexe).

Proposition 16. (i) Fx est croissante, continue a droite, tend vers 0
en —oo et vers 1 en +o0.

(ii) Réciproquement, toute fonction satisfaisant le point précédent est la
fonction de répartition d’une variable aléatoire.

Proposition 17. Fx caractérise Px.

Remarque 18. On peut généraliser la fonction de répartition pour une
variable aléatoire & valeurs dans RY. Le résultat reste valable.

2) Fonction génératrice

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans F = N.

Définition 19. On définit la fonction génératrice Gx de X par :

Gxt R — R
s ]E[SX]

Remarque 20. Le rayon de convergence de cette série est au moins égal
aletGx(l)=1.
Exemple 21. Fonctions génératrices des lois classiques (c¢f Annexe).

*)
Proposition 22. Gx caractérise Px . En particulier P (X = k) = ka!(o)

Proposition 23. E[|X|?] < +o0 si, et seulement si, Gx est p fois déri-
vable et dans ce cas Gg?)(l) =EX(X-1)---(X=p+1)].

Application 24. E [X] = G (1) et Var(X) = G% (1) + G (1) — G4 (1)2.

Proposition 25. 57 X et Y sont deux variables aléatoires discrétes in-
dépendantes, alors Gx1y = GxGy .

Application 26. On ne peut pas truquer deuxr dés de sorte que leur
somme sutvent une loi uniforme sur [2,12].

Corollaire 27. Soient A\, >0, X <= P (\) et Y — P (u) indépendants.
Alors X +Y < P (A + p).

Théoréme 28 (Galton-Watson). Soient (X7); jen+ des variables aléa-
toires indépendantes et identiquement distribuées a valeurs dans N. On
note p leur loi et m leur espérance. On définit le processus (Zn)nen
par Zy = 1 et Z,11 = ZiZ:"lX;H'l pour n € N. On note moo =
P(3neN, Z, =0). Alors si u# 61, on a :

(i) Sim < 1, alors moo =1 : Il y a extinction presque stire du processus.

(i) Sim > 1, alors meo < 1 : Il y a une probabilité non nulle de survie.

3) Fonction caractéristique
Soit X une variable aléatoire & valeurs dans R?.
Définition 29. On définit la fonction caractéristique px de X par :

Px RY — C
A — E[eN]

Exemple 30. Fonctions caractéristiques des lois classiques (cf Anneze).
Proposition 31. ¢x caractérise Px.

Proposition 32. Si X est réelle et E[|X|P] < 400, alors x est p fois
dérivable et gp()?)()\) = PE [XPe*X|. En particulier, @&?)(0) = ’E [X?].

Remarque 33. Réciproquement, si p est pair et ox p fois dérivable en 0,
alors E[|X|P] < 400. On peut construire X n’admettant pas d’espérance,
mais telle que px est dérivable en 0 (admis).
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III Convergence en loi

Définition 34. On dit que (X,,) converge en loi vers X si, pour tout
¢ € Cp(R,R), lim, E [p(X,,)] = E[¢(X)]. On note alors X, £ x.

Exemple 35. Si X,, = G (£) avec p > 0, alors 1 X, L¢ (p).

Théoréme 36 (Lévy). X, —£ 5 X si et seulement si ox, — Px.
n—-+oo - n—+oo

Proposition 37. X, £ X st, et seulement si, pour tout x € F,

n—-+o0o

P(X,=E) —— P (X =k).

n——+00
Proposition 38. X, £ x si, et seulement si, Fix, — Fx en tout point
de continuité de Fx.

Théoréme 39 (Théoréme central limite). On suppose que les X,, sont
indépendants, identiquement distribués et de carré intégrable. Alors :

£ N(0,1)

L=
\f Var(X n—+o00

Application 40. On suppose que les X,, sont indépendants, identique-
ment distribués et de loi B (p) pour p € [0, 1] inconnu. Le théoréme central
limite donne un intervalle de confiance asymptotique de niveau o pour p
en fonction de la moyenne empirique D, = %22;1 X;. Il s’agit de :

e e ]

ot q; est le quantile d’ordre t de N (0,1).

Application 41 (Monte-Carlo). Soit f : [0,1] — R intégrable par rap-
port d la mesure de Lebesgue, et (X, )nens une suite de variables aléatoires
indépendantes, identiquement distribuées et de loi U ([0, 1]). Alors :

1 n
ﬁkz::lf(X n_>+oo/f )dt p.s.

Théoréme 42. Soit (X, j)nen+ je[1,m,] une suite de variables aléatoires
indépendantes & valeurs dans {0,1}, avec (My)nen+ une suite croissante

de N* qui tend vers +o00. On pose P (X, ; = 1)
On suppose de plus que :

= Pn,j €l Sn

lim max p,; =0 et lim anJ—A>0

n——+oo 1j<M, n—)-i—oo

Alors la suite (Sy)nen+ converge en loi vers la loi de Poisson P (\).

Développements

— Processus de Galton-Watson (28) | ]

— Loi des éveénements rares de Poisson (42) | ]

Références

| P. Barbe et M. Ledoux. Probabilité. EDP Sciences
] J.-Y. Ouvrard. Probabilités : Tome 1. Cassini
] J.-Y. Ouvrard. Probabilités : Tome 2. Cassini
| W. Appel. Probabilités pour les non probabilistes. H&K

[
[
[
[

M,
= Zj:l X -
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Annexes
Nom Parametres Notation Px E[X] | Var(X) px(t) Gx(t)
"1 n+1l | n?-1 I~ ke 1t— ¢ttt
i * - -Y e L (t#£1
Uniforme neN U ([1,n]) ;nék 5 13 n;e I (t#1)
Bernoulli pel0,1] B (p) pd1+ (1= p)do p | p(1—p) | pe"+(1—p) 1—p+pt
Binowiale | ne N e 0.1] | Blnp) | 30 (3)r0-p | [ an-p) |t @en | 0 p
k=0
: = _ 1 l1—¢ ge" (1-q)t
Géométrique € [0,1 g 1—¢q) 1 - ,
q q€[0,1] (a) kzofi( Q)" Ok . 2 (gt Tt
. o AFe™? Aett—1) (A—1)t
Poisson A>0 P (N x Ok A A e e
k=0 )

FIGURE 1 — Lois de probabilités discretes
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I Exemples de fonctions usuelles

1) Fonction exponentielle

Définition 1. On définit la série entiere suivante sur C :

oo n

exp(z) =€ = Z %

n=0

Proposition 2. (i) Pour tout z, 22 €C, on ae®1t?2 = e*1e*2,

(ii) Pour tout z € C, on a e* #0, L =e™%, €¥ =7 et [e*| = eR°*
(iii) exp est un morphisme de groupe surjectif de (C,+) dans (C*, x).
(iv) exp est holomorphe sur C, et exp est sa propre dérivée.
Théoréme 3. La restriction de exp a R est positive et croissante, avec,
pour tout n € N, lim, , o 2"e” =0 et lim, 1 o 5 = 4-00.
Application 4. La restriction de la fonction exp a R est l'unique solution
du probléme de Cauchy y' =y avec y(0) = 1.

2) Fonctions trigonométriques
Définition 5. On définit les séries entiéres suivantes sur C :

_ (_1)n22n (_1)n22n+1
B Z (2n)!

cos(z) 2 sin(z) = % Tl

Proposition 6. Pour tout z € C, on a exp(iz) = cos(z) + isin(z).
Proposition 7. cos et sin sont holomorphes, cos’ = —sin et sin’ = cos.
Proposition 8. Pour 8 € R, cos@ et sinf sont réels.
Corollaire 9 (Moivre). Pourn e N et €R, ona :
(cosf + isin0)" = cos(nf) + isin(nd)

Corollaire 10 (Euler). Pour § € R, on a :

cosf = @ et sinf = #
Application 11. On peut exprimer cos(nf) comme un polynome en
cos @ : ce sont les polynomes de Tchebychev.

Proposition 12. Pour x,y € R, on a cos(x + y) = cos(z) cos(y) —
sin(z) sin(y) et sin(z + y) = cos(x) sin(y) + sin(z) cos(y).

3) Fonctions hyperboliques

Définition 13. On définit les séries entiéres suivantes sur C :

2n 22n+1

cosh(z) = Z % sinh(z) = z;{ enil)

neN
Proposition 14. Elles sont holomorphes, cosh’ = sinh, sinh’ = cosh.

Proposition 15. Pourx € R, on a :

T —x r _ ,—x
coshx:% et sinhx:%

4) Fonctions réciproques dérivées

Théoréme 16. Soit f : I — R strictement croissante et dérivable, ot
I est un intervalle de R. Alors f est bijective de I sur J = f(I), et sa
réciproque f~1 est dérivable sur J et vérifie :

Vyed, (f7Y)

Exemple 17. L’exponenticlle réelle donne In : R™ — R, dérivable de

dérivée x — %

Exemple 18. Le cosinus sur |0, 7| donne arccos : |—1,1[ — |0, 7|, déri-
vable de dérivée x s ————.
1—z

Exemple 19. Le sinus sur ]—g, g[ donne arcsin : |—1,1] — } % g[,
dérivable de dérivée x — =.

1—x
Exemple 20. La tangente tan = % sur ]—g, g[ donne arctan : R —
] 55 [ dérivable de dérivée x — 1+1$2,
Exemple 21. Le cosinus hyperbalz'que sur R donne argch : |1, +o00] — R,

. On aargch: x— In (z + \/x2 1).

Exemple 22. Le sinus hyperbolique sur R donne argsh : R — R, déri-
vable de dérivée x — m%ﬂ On a argsh : z +— In (:U + Va2 + 1).

dérivable de dérivée v — —z—

sinh
cosh

.Onaargth:z— 31n (1+””)

1—x

Exemple 23. La tangente hyperbolique tanh = sur R donne argth :

]-1,1[ = R, dérivable de dérivée x — ——
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II Fonctions spéciales a variables complexes

1) Fonction I' d’Euler

Définition 24. La fonction I' d’Euler est définie sur le demi-plan com-
plexe P = {z € C|Re(z) > 0} par :

-1 P — C

+oo

z e Pt

0

Proposition 25. La fonction I' est holomorphe sur P.

Proposition 26. (i) On aT'(1) =1.
(ii) La fonction T vérifie T'(z + 1) = 2I'(z) pour z € P.
(iit) Pour tout n € N*, on a T'(n) = (n — 1)\
Théoréme 27. La fonction I' se prolonge en une fonction méromorphe

sur C dont ses poles sont les entiers négatifs ou nuls et sont tous simples.

2) Fonction ( de Riemann

Définition 28. La fonction ¢ de Riemann est définie sur le demi-plan
complexe G = {s € C|Re(s) > 1} par :

(:|G — C

4

Exemple 29. On a ((2) = %2 et ((4) = 55-
Proposition 30. La fonction ¢ est holomorphe sur G.

On s’intéresse maintenant aux propriétés de la restriction de ¢ & ]1, 4o0].
Proposition 31. La fonction ¢ est de classe C* sur )1, +o0].

Proposition 32. lims_, o ((s) =1, lims_,; {(s) = +00

Proposition 33. ((s) = === +~+o01+ (1), ot v est la constante d’Euler.

s—1

3) Applications

Définition 34. Soit X une variable aléatoire. On dit que X suit la loi
gamma de parameétres a > 0 et A > 0, notée I' (a, \), si sa densité est :

~ I(a)
a, ). Alors E[X] = ¢ et Var(X) = %
a, A

e At gy (2)

f(x)

Proposition 35. Soit X — I'( =3 Xz -
Proposition 36. Soit X — I'(a,\). Alors px :t+— ﬁ

Remarque 37. L’hypothése de Riemann dit : Les zéros de la fonction
¢ qui ne sont pas des entiers négatifs sont de partie réelle % Cette hy-
pothése a ce jour non démontrée forme un lien avec la répartition des

nombres premiers.

IIT Fonctions pathologiques

On parle de fonctions pathologiques pour désigner des fonctions particu-
lieres qui ont eu une importance historique dans leur introduction ou qui
fournissent des contre-exemples a des propriétés que ’on pourrait naive-
ment considérer comme vraies.

(i) Fonction de Dirichlet : L’indicatrice de I’ensemble Q C R n’est
continue en aucun point de R, car Q et R \ Q sont denses dans R.
Il s’agit également d’une fonction intégrable au sens de Lebesgue,
mais pas au sens de Riemann. De plus, la fonction ¢ — tlg(t) est
continue en un unique point : 0.

(ii) Fonction de Takagi : Pour « € R, on pose s(z) = d(z,Z). La fonc-
tion f:x— Yo, S(an) est continue sur [0,1], et 1-périodique
donc continue sur R. Elle n’est cependant dérivable en aucun point.

iii) La fonction S°°°  wy,, ot up : z — M%) ot h:x s 2 — |2, est
n=0 2

continue sur R \ Q, mais discontinue en tout point de Q.

(iv) La fonction  ~— z%sin (-5 ) est dérivable sur R, mais n’est pas de

classe CL.

(v) La fonction z — Sigm prolongée par 1 en 0 est intégrable sur R au

sens de Riemann, mais pas au sens de Lebesgue.

. . 1 . . .
(vi) La fonction z — e~ = 1g(x) est de classe C* sur R, mais ne coincide
pas avec sa série de Taylor en 0.
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IV  Transformée de Fourier

1) Généralités

Soit f € L*(R%), pour d € N*.

Définition 38. On définit la transformée de Fourier de f par :
F(fy=1:|R" — C

¢ — f()_”mdﬂ’j

amz

Exemple 39. Siv,(z) =e " poura >0 etx €R, alors 7y, =

Vs

Proposition 40. L’application F : L*(R?) — C%(R?,C) est bien définie,
linéaire et continue.

Théoréme 41 (Riemann-Lebesgue). lim|¢|— o f(() =0

Proposition 42. Soient f,g € L'(R?). Alors fg = f/;k\g

Proposition 43. Soit n € N* tel que fk tes thf(t ) € LY(RY) pour tout
ke [1,n]. AlorstCR()etonaf (217r)fk

Proposition 44. Soit n € N* tel que f € L'(R?) NC* (R4 C) et que
f® e LY(RY) pour tout k € [1,n]. Alors f(k)(C) = (2irQ)* £(C).

2) Applications en probabilités

Définition 45. Soit f(z) = ﬁe‘% définie sur R. La fonction f est
la densité d’une loi de probabilité, appelée loi normale centrée réduite et
notée N (0,1). Si X suit la loi N (0,1), on notera N (m,o?) la loi de
Y=0X+m,pourmeRetoc>0.

Proposition 46. Soient X — N (0,1) et Y < N (m,0%). Alors
B [X] = 07 E [Y] =m, Var(X) =1et Var(Y) = 0‘2'

Définition 47. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans E = R%. On
définit la fonction caractéristique px de X par :

R? — C
A — E[eMN]

+2

Exemple 48. Si X — N (0,1), alors px(t) =e 7.

Remarque 49. Si X a pour densité f, alors px = ?

Proposition 50. ¢x caractérise Px.

Proposition 51. Si X est réelle et E[|X|P] < 400, alors ¢x est p fois
dérivable et ga(p)()\) = i’E [XPe*X]. En particulier, go(p)(O) = ’E [XP].

Théoréme 52 (Lévy). X, — £ X siet seulement si px, — Px.
n—+oo n—+o00

Théoréme 53 (Théoréme central limite). On suppose que les X, sont
indépendants, identiquement distribués et de carré intégrable. Alors :

£ N (0,1)

f Z \/Var n—s+oo

Application 54. On suppose que les X,, sont indépendants, identique-
ment distribués et de loi B (p) pour p € [0,1] inconnu. Le théoréme central
limite donne un intervalle de confiance asymptotique de niveau o pour p
en fonction de la moyenne empirique p, = %22:1 X;. 1l s’agit de :

o= a5

ot q; est le quantile d’ordre t de N (0,1).

Développements

— Fonction Gamma (25,27) | ]
— Transformée de Fourier d’une gaussienne (39) [ ]

— Théoreme central limite et intervalle de confiance (53,54) | ]
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Cadre : Soit (€2,.A4,P) un espace probabilisé.

I Notion d’indépendance

1) Indépendance d’événements

Définition 1. Deux éveénements A et B sont dits indépendants si
P(ANB)=P(A)P(B).

Définition 2. Une famille (4;);c; d’événements est dite indépendante
dans son ensemble si, pour tout J C [ fini, on a :

Pl (A4 | =]]P«y)
=Y jeJd
Remarque 3. (i) Si I ={1,2}, on retrouve la définition de deux évé-
nements indépendants.

(i) Si n événements sont indépendants dans leur ensemble, alors ils
sont indépendants deux a deux, mais la réciproque est fausse.

Exemple 4. On considére Q = [1,4] muni de la tribu discréte et de la
probabilité uniforme. Soient A = {1,2}, B = {3,4} et C = {1,4}. Alors
A, B, C sont indépendants dans leur ensemble mais pas deuz d deux.
Proposition 5. Soit (A;);cr une famille d’événements indépendants. On
suppose que I = I, U Iy avec Iy NIy = @. Soit (B;)icr la famille d’évé-
nements définis par B; = A; sii € 1) et B, = A sii € Iy. Alors les B;
sont indépendants dans leur ensemble.

2) Indépendance de variables aléatoire

Soit (X;)icr une famille de variables aléatoires définies sur (Q, A,P) a
valeurs dans des espaces probabilisables (F;, ;).

Définition 6. Les variables aléatoires X; sont dites indépendantes si,
pour toute famille d’événements (A4;);c; avec A; € &;, les évenements
(X; € A;) sont indépendants dans leur ensemble.

Proposition 7. Les variables aléatoires X; sont indépendantes si, et
seulement si, pour toute famille d’événements (A;)icr avec A; € &; :

i€l i€l

Proposition 8. On suppose que les X; sont des variables aléatoires dis-
crétes et que I = [1,n]. Les variables aléatoires X; sont indépendantes si,
et seulement si, pour tout n-uplet (x1,...,2,) € X1(Q) x ... x X,(Q) :

P(Xl :$17...,Xn=l‘n) ZP(Xl le)...P(Xn :Jjn)

Proposition 9. On suppose que les X; sont indépendantes. Soit (f;)ier
une famille de variables aléatoires définies sur (F;, E;) a valeurs dans des
espaces probabilisables (F;, F;). Alors les variables aléatoires f; o X; sont
indépendantes.

Corollaire 10. On suppose que les X; sont des variables aléatoires dis-
crétes indépendantes et que I = [1,n]. Pour k € [1,n — 1], soient
fii By x...xEy— Fy et fo:Epp1 X... X By, — Fy. Alors les variables
aléatoires f1(X1,...,Xk) et fo(Xkt1,...,Xn) sont indépendantes.

Exemple 11. St X1, X2, X3 et X4 sont des variables aléatoires indépen-
dantes a valeurs dans Z, les variables aléatoires X; + X; et X, + X, sont
indépendantes pour i, j, k,l € [1,4] distincts.

Exemple 12 (Box-Muller). Soient U et V deux variables aléatoires
indépendantes de loi U (]0,1[), et posons X = /—2In(V)cos(2nU) et
Y = /=2In(V)sin(27U). Alors X et Y sont indépendantes et suivent
une loi N (0,1).

3) Indépendance de sous-tribus

Définition 13. Une famille de sous-tribus A; C A pour i € I est indé-
pendante dans son ensemble si toute famille d’éveénements A; € A; pour
1 € I est indépendante dans son ensemble.

Exemple 14. On considére Q = [0,1] muni de sa tribu borélienne et

P la mesure de Lebesgue sur [0,1]. Soient, pour tout n € N*, A, =

U1<k<2"*1 ] 2’;[2, 2’;:1]. La famille (Ap)nen est indépendante.

Proposition 15. Soit (A;)ic; une famille de sous-tribus de A. Soit
(I)ier une partition de I. La famille des tribus (o(A;|i € I)))ier est
une famille indépendante.
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II Indépendance et caractérisation de loi

1) Fonction de répartition

Soit X une variable aléatoire réelle.
Définition 16. On définit la fonction de répartition Fx de X par :

Fx:|R — [0, 1]
x +— Px(]—o0,2]) =P(X < x)

Proposition 17. Fx caractérise Px.
Proposition 18. (i) Fx est croissante, continue a droite, tend vers 0

en —oo et vers 1 en —+00.

(ii) Réciproquement, toute fonction satisfaisant le point précédent est la
fonction de répartition d’une variable aléatoire.

(iii) Si f est une densité de probabilité, alors F : z + [ f(t)dt est
la fonction de répartition d’une variable aléatoire Y telle que Py
admette pour densité f.

Proposition 19. Soient Xi,...,X, des variables aléatoires indépen-
dantes et identiquement distribuées de fonction de répartition F. Alors

Frax(x,)(t) = F(t)" et Frnx,y(t) =1— (1= F(t))".

Corollaire 20. Soient X1,...,X, des variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées de loi U (]0,1[). Posons M, = maxigi<n X;.

Alors My, 551 et n(l — M,) L ¢ (1).

2) Fonction caractéristique

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans R%.

Définition 21. On définit la fonction caractéristique px de X par :

Yx Rd — C
A o E[d00)]

Proposition 22. px caractérise Px.

Proposition 23. Si X est réelle et E[|X|P] < 400, alors ¢x est p fois
dérivable et wg?)(/\) = PE [ XPe*X]. En particulier, wg?)(()) = ’E [XP].

Proposition 24. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes
a valeurs dans R%. Alors :

(i) px+vy = oxpy

(it) Pour tout (t1,t2) € R™ x R"™, on a px y)(t1,t2) = ox (t1)py (t2)
Application 25. Soient Xi,..
dans R? indépendantes.

(i) Si Xq,..., X = EN), alors X1+ ...+ X, = T (n, A).

(ii) Si X1,...,X, = N (0,1), alors X7 +...+ X2 =T (3,2).

., X, des wvariables aléatoires a valeurs

3) Fonction génératrice
Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N.

Définition 26. On définit la fonction génératrice Gx de X par :

GX: R — R
s E[SX]

Remarque 27. Le rayon de convergence de cette série est au moins égal
aletGx(l)=1.

Proposition 28. Gx caractérise Px. En particulier, on a P(X =k) =
1 (k)
nGx (0).

Proposition 29. E[|X|P] < +oo si, et seulement si, Gx est p fois déri-
vable et dans ce cas Gg?)(l) =EX(X-1)---(X-p+1).

Application 30. E[X] = G’ (1) et Var(X) = G% (1) + G’ (1) — G’y (1)~

Proposition 31. Soient X etY deux variables aléatoires indépendantes
a valeurs dans N. Alors :

(i) Gx+y = GxGy

(i) Pour tout (t1,t2) € R?, on a G(x yy(t1,t2) = Gx (t1)Gy (t2).
(iii) Pour tout s € R, on a G(x,y)(s,5) = Gx(s5)Gy(s).
Application 32. Soient Xy, ..
dans E = N indépendantes.

(i) Si X; = P (N), alors X1+ ...+ X, = P (i, N)-

(ii) Si X1,...,Xn < B(p), alors X} + ...+ X2 < B(n,p).

., X, des variables aléatoires d valeurs
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IIT Applications

1) Loi du 0-1 et lemme de Borel-Cantelli

Définition 33. Soit (T, )nen une famille indépendante de tribus sur
(Q, A,P). On désigne par A,, la tribu engendrée par T}, Tj,41,... et on
pose A = [\,en An. La tribu A, est appelée tribu des évenements
terminaux, ou tribu terminale de la suite (T )nen.

Théoréme 34 (Loi du 0-1). Soit A une tribu terminale. Alors, pour
tout A € Aso, on a P(A) =0 ou P(A) = 1.

Exemple 35. Soit (Ap)nen une suite d’événements indépendants de
(Q,AP). Alors A = ,enx Uz, Am est un événement terminal pour
la suite de tribus T,, = {@,Q, Ay, A5}, donc P(A) =0 ouP(A) =
Théoréme 36 (Borel-Cantelli). Soit (Ay,)nen une suite d’événements.
(i) SidY P(A,) < oo, P(limsup 4,) =0.
(ii) S P (Ay) =

Application 37. On lance une infinité de fois une piéce équilibrée, on
obtiendra presque surement une infinité de fois 42 piles consécutifs.

oo et les A, sont indépendants, P (limsup A,) = 1.

2) Théoréme central limite

Théoréme 38 (Théoréme central limite). On suppose que les X,, sont
indépendants, identiquement distribués et de carré intégrable. Alors :

£ N(0,1)

1
\/> Z \/\T n——+oo
Application 39. On suppose que les X,, sont indépendants, identique-
ment distribués et de loi B (p) pour p € [0,1] inconnu. Le théoréme central
limite donne un intervalle de confiance asymptotique de niveau o pour p
en fonction de la moyenne empirique D, = %22:1 X;. Il s’agit de :

o= a5

ot ¢4 est le quantile d’ordre t de N (0,1).

Théoréeme 40. Soit (X, j)nen+ je[1,0,] une suite de variables aléatoires
indépendantes a valeurs dans {0,1}, avec (My,)nen+ une suite croissante
de N* qui tend vers +00. On pose P (X, ; =1) =pp ; et Sp = ij\i"l Xnj-
On suppose de plus que :

lim max =0 et lim =A>0
n——+00 1<J<M,Lp"3 n—>+oozpnj

Alors la suite (Sp)nen+ converge en loi vers la loi de Poisson P (X).

3) Processus de Galton-Watson

Théoréme 41 (Galton-Watson). Soient (X )meN* des variables aléa-
toires indépendantes et identiquement distribuées a valeurs dans N. On
note w leur loi et m leur espérance. On définit le processus (Zn)nen
par Zo = 1 et Zp11 = ZiZZ"IXZH'l pour n € N. On note mo =
P(3neN, Z, =0). Alors si u # 61, on a :

(i) Sim <

(i) Sim > 1, alors oo < 1 : Il y a une probabilité non nulle de survie.

1, alors moo = 1 : Il y a extinction presque siire du processus.

Développements

— Théoréme central limite et intervalle de confiance (38,39) | ]
— Loi des éveénements rares de Poisson (40) [ ]
— Processus de Galton-Watson (41) [ 11 ]
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I Propriétés métriques des courbes

On considére € un espace affine dirigé par un espace vectoriel E de di-
mension n muni de la norme ||.||. Soient I = [a,b] CR et y:I — & un
arc de courbe paramétrée.

1) Longueur d’un arc de courbe

Définition 1. Soit ¢ = {aop,a1,...,a,} une subdivision de I, avec

< an = b On pose Lo(y) = S5 [r(a(aca)|

et L(vy) =sup,(Ls(7)). Si L(y) < 400, on dit que v est rectifiable. Dans
ce cas, le nombre L(7) sera appelé longueur de ~.

a=a < ap < ...

Théoréme 2. Soit v : I — £ un arc de courbe de classe C'. Alors v est
rectifiable, et on a L(vy) = f; IV (@) dt.

Corollaire 3. On suppose & affine euclidien muni d’un repére orthonor-
mal R = (0,e1,...,e,). Soit v : I — &€ un arc de courbe de classe C!,
on note v = (y1,...,7n) les fonctions coordonnées de v dans R. Alors

L) = [ (S0, ()2)* dt

Exemple 4 (Longueur dun arc de cercle). Dans R%, on considére
v:t— (Rcost,Rsint) avec R > 0. Alors L(y) = R(b— a).

Exemple 5 (Longueur d’un arc de parabole). Dans R?, on considére
vt (t,t2). Alors :

L(v) = % (b\/l + b2 — av/1+ a2 + argsh(b) — argsh(a))

2) Régularité d’une courbe paramétrée

Définition 6. Soit v : I — £ un arc de courbe paramétrée. Pour ¢y € I,
on dit que (o) est un point singulier si v/(ty) = 0, sinon on dit que c’est
un point régulier. La courbe est dite réguliere si elle ne posseéde aucun
point singulier, donc si v/ () # 0 pour tout ¢ € I.

Exemple 7. (i) Dans R?, on considére v : t — (t,t?). La courbe asso-
ciée (parabole) est réguliére.

(ii) Dans R?, on considérey : t — (t—sint, 1—cost). La courbe associée
n’est pas réguliére.

Définition 8. Soient v; : I — E et yo : J — & avec J = [a, 5] C R.
On dit que 7; et v, sont Ck-équivalentes s'il existe un C*-difféomorphisme
p: 1 — Jtel que vy =2 00¢.

Exemple 9. La courbe 1 : t — (cost,sint) sur | — mw, [ et la courbe

2 Ve .
Yo it > (ﬁig , %) sur R* sont équivalentes.

Définition 10. Soit v : I — £ un arc de courbe paramétrée. On dit que
v est paramétrée par une abscisse curviligne, ou normale, si ||/ (¢)|| = 1
pour tout t € I.

Proposition 11. Soit v : I — &£ un arc de courbe paramétrée. Si ~y est
paramétrée par une abscisse curviligne, alors L(y) = b — a.

Théoréme 12. Toute courbe paramétrée réguliére peut étre paramétrée
par une abscisse curviligne.

3) Tangente a une courbe paramétrée réguliére

Définition 13. Soit v : I — &€ un arc de courbe paramétrée de classe C'.
La droite vectorielle Vect(v/(t9)) est appelée droite vectorielle tangente
a 7y en to. La droite affine v(¢o) + Vect(y'(tg)) est appelée droite affine
tangente a v en tg.

Exemple 14. Dans R?, on considére ~ : t — (cost,sint). Pourtg € I, la
droite vectorielle tangente d v en to est Vect(—sintg, costy), et la droite
affine tangente & vy en to est (costy,sinty) + Vect(—sin tg, costp),

4) Courbure d’une courbe paramétrée réguliére

Définition 15. Soit v : I — & un arc de courbe paramétrée par une
abscisse curviligne. On définit le courbure de 7 en le parametre ¢t € I par

K(t) = Iy (@)l
Proposition 16. Si £ est euclidien de dimension 2, alors :
_ det(5 (), 7" (1))l
= 3
I (@)l

Exemple 17 (Courbure d'un arc de cercle). Dans R?, on considére
v :t— (Rcost,Rsint) avec R > 0. Alors k(t) = & pour tout t € I.

K(t)

Exemple 18 (Courbure d’un arc de parabole). Dans R?, on considére
3
vyt (t7t2). Alors k(t) = (1 +t2)—§.
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IT Courbes en topologie

On considére (F,d) un espace métrique.

1) Connexité et connexité par arcs

Proposition 19. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Il n'existe pas de partition de E en deuz ouverts disjoints non vides.
(it) Il n'existe pas de partition de E en deux fermés disjoints non vides.
(7ii) Les seules parties ouvertes et fermées de E sont @ et E.
(iv) Toute fonction continue de E dans {0,1} est constante.

Définition 20. Un espace métrique vérifiant I'une des assertions de la
proposition précédente est dit connexe.

Remarque 21. La connezxité est une notion topologique.
Exemple 22. R est conneze, {0,1} n’est pas conneze.

Définition 23. On appelle chemin de E toute application continue
v : [0,1] — E. Son image ~([0,1]) est appelée un arc, v(0) son origine
et (1) son but. On dit que v lie y(0) et v(1).

Définition 24. L’espace E est dit connexe par arcs si, pour tous a,b € E,
il existe un chemin liant a et b.

Théoréme 25. La connexité par arcs entraine la connexité.

Exemple 26. La réciproque est fausse : l’adhérence du graphe de la fonc-
tion x +— sin(L) définie sur R** est connexe non connexe par arcs.

x

Proposition 27. Pour un ouvert d’un espace vectoriel mnormé, la
connexité est équivalente a la connexité par arcs.

2) Connexité par lignes brisées
On considére (E, d) un espace métrique.

Définition 28. Soient a,b € E. On appelle segment d’extrémités a et b
Pensemble [a,b] = {Xa+ (1 — Ab) | A € [0, 1]}.

Définition 29. On appelle ligne brisée de E joignant deux points a
et b de E tout ensemble de la forme |J._,[zi—1,z;], ou n € N* et
a=x9,T1,...,0=x, € E.

Définition 30. Une partie A de E est dite connexe par lignes brisée si,
pour tout a,b € A, il existe une ligne brisée dans A joignant a et b.

Remarque 31. Une partie connexe par ligne brisée est connexe par arcs.

Théoréme 32. Une partie ouverte de E est connezxe si, et seulement si,
elle est connexe par lignes brisées.

Corollaire 33. Tout ouvert connexe d’un espace vectoriel mormé est
connexe par arcs.

3) Homotopie des chemins et des lacets

On considére X un espace topologique. On appelle chemin dans X toute
application continue « : [0,1] — X.

Définition 34. On appelle chemin dans X toute application continue
~v:[0,1] = X. Si v(0) = (1), on dit que v est un lacet.

Définition 35. Soient 7; et 2 deux chemins dans X. Une homotopie de
~1 & 72 est une application continue H : [0,1] x [0,1] — X telle que, pour
tout ¢ € [0,1], on a H(t,0) = v1(t) et H(t,1) = y2(t). On dira que v; et
72 sont homotopes.

Remarque 36. L’homotopie est une relation d’équivalence.

2imt 2imt

Exemple 37. Soient v1(t) = rie et yao(t) = roe*™ . Alors Uapplica-
tion (t,u) = (ury + (1 — u)ry)e? ™ est une homotopie de v1 d 7z.

Définition 38. Soit 73 un chemin dans X de z a y, et soit 72 un chemin
dans X de y a z. On définit v;72, appelé composée de 71 et 2, par :

2t siog<tg<:
N72(t) = {71( ) 21

72(2t = 1) si 5 <t<

Définition 39. L’ensemble 71 (X, z) des classes d’homotopies des lacets
dans X de base x muni de la composition des chemins est un groupe,
appelé groupe fondamental.

Proposition 40. Si x et y sont dans la méme composante connexe par
arcs de X, les groupes m1(X, x) et m (X, y) sont isomorphes.

Exemple 41. 71 (S') 2 Z, 7 (R") = 71 (S?) = {1} et m(T?) = Z2.

Définition 42. Si X est connexe par arcs, on dit qu’il est simplement
connexe si 71 (X) = {e}.

Exemple 43. R" et S? est simplement connexe.
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III Courbes en analyse complexe

1) Intégration sur un chemin

Définition 44. On appelle chemin dans C toute application v : [a,b] — C
continue et C! par morceaux. On parle de lacet si y(a) = (b).

Exemple 45. Soient zg € C et r € RT, alors une paramétrisation du
cercle de centre zg et de rayon r est donnée par :

v:|[0,1] — C

)
t — 2o + re2iTt

Définition 46. Soient v : [a,b] — C un chemin et f une fonction continue
sur Im(7), alors on définit :

V€ (), / ;= / feya = | " Fa) 70 di

Exemple 47. Si y(t) = 2o + re*™, alors [ - dz = 2ir.

zZ—Zz0

2) Théoréme de Cauchy

Théoréme 48 (Cauchy). Soient Q@ un ouvert convere et zo € Q et
feHE\ {z0}), alors pour tout lacet v de Q, on a f,y f=0.

Exemple 49. Siy,(z) = e—ar” pour a >0 et x € R, alors 7, = \/g'y%.

Définition 50. Soit v un lacet de C et a € C \ Im(y). On définit 'indice
Ind,(a) de a par rapport & v par :

1 1
A%y L Z—a

Théoréme 52 (Formule de Cauchy). Soient ) est un ouvert conveze,
z € Q, v un lacet de Q\ {z} et f € H(Q), alors on a :

tnd, (2)f(2) = 51~ [ L de

Exemple 53. Si vy décrit le cercle unité parcouru une fois dans le sens
direct, alors fv B2z =0 et f7 S2 ]y = 2m.

Ind,(a)

Proposition 51. Ind,(a) € Z

3) Théoréme des résidus

Définition 54. On dit qu’une fonction f est méromorphe sur (2 s’il existe
A C C discret et fermé tel que f est holomorphe sur Q \ A et les points
de A sont des pdles de f.

Exemple 55. f(z) = m est méromorphe.

Définition 56. Soit zg € C, U un voisinage de zg, et soit f une fonction
holomorphe sur U \ {zp}. On appelle résidu de f au point zp le nombre
Res(f, z0) = a—1, olt a_1 est le coefficient de i dans le développement
en série de Laurent de f au voisinage de zp.

Proposition 57. Si zg est un péle simple de f(z) = ggz; avec P, Q) des

polynomes tels que P(zg) # 0, alors :

Res(f7 ZO) = CI;’((Z(;))

Exemple 58. Pour f(z) = el Res(f,1) =1 et Res(f,2) = —1.

Théoréme 59 (Théoréme des résidus). Soient S C Q fini, f € H(C\ S)
et v un lacet dans 2 ne rencontrant pas S, alors :

/ f(2)dz = 2im Z Ind, (c) Res(f, c)
v ces

2

T
40052(”‘—2") .

Exemple 60. Soit o €] —1,1[. Alors f0+°° 2 dy =

Développements

— Transformée de Fourier d’une gaussienne (49) | ]

— Calcul d’une intégrale par le théoréme des résidus (60) [ ]
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Partie Il

Développements

Qu’est que c’est?. C’est une phrase francais avant le lorem ipsum. Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer
adipiscing elit. Etiam lobortis facilisis sem. Nullam nec mi et neque pharetra sollicitudin. Praesent imperdiet
mi nec ante. Donec ullamcorper, felis non sodales commodo, lectus velit ultrices augue, a dignissim nibh lectus
placerat pede. Vivamus nunc nunc, molestie ut, ultricies vel, semper in, velit. Ut porttitor. Praesent in sapien.
Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. Duis fringilla tristique neque. Sed interdum libero
ut metus. Pellentesque placerat. Nam rutrum augue a leo. Morbi sed elit sit amet ante lobortis sollicitudin.
Praesent blandit blandit mauris. Praesent lectus tellus, aliquet aliquam, luctus a, egestas a, turpis. Mauris
lacinia lorem sit amet ipsum. Nunc quis urna dictum turpis accumsan semper.
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Qu’est que c’est?. C’est une phrase francais avant le lorem ipsum. Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer
adipiscing elit. Etiam lobortis facilisis sem. Nullam nec mi et neque pharetra sollicitudin. Praesent imperdiet
mi nec ante. Donec ullamcorper, felis non sodales commodo, lectus velit ultrices augue, a dignissim nibh lectus
placerat pede. Vivamus nunc nunc, molestie ut, ultricies vel, semper in, velit. Ut porttitor. Praesent in sapien.
Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. Duis fringilla tristique neque. Sed interdum libero
ut metus. Pellentesque placerat. Nam rutrum augue a leo. Morbi sed elit sit amet ante lobortis sollicitudin.
Praesent blandit blandit mauris. Praesent lectus tellus, aliquet aliquam, luctus a, egestas a, turpis. Mauris
lacinia lorem sit amet ipsum. Nunc quis urna dictum turpis accumsan semper.
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Qu’est que c’est?. C’est une phrase francais avant le lorem ipsum. Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer
adipiscing elit. Etiam lobortis facilisis sem. Nullam nec mi et neque pharetra sollicitudin. Praesent imperdiet
mi nec ante. Donec ullamcorper, felis non sodales commodo, lectus velit ultrices augue, a dignissim nibh lectus
placerat pede. Vivamus nunc nunc, molestie ut, ultricies vel, semper in, velit. Ut porttitor. Praesent in sapien.
Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. Duis fringilla tristique neque. Sed interdum libero
ut metus. Pellentesque placerat. Nam rutrum augue a leo. Morbi sed elit sit amet ante lobortis sollicitudin.
Praesent blandit blandit mauris. Praesent lectus tellus, aliquet aliquam, luctus a, egestas a, turpis. Mauris
lacinia lorem sit amet ipsum. Nunc quis urna dictum turpis accumsan semper.
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Qu’est que c’est?. C’est une phrase francais avant le lorem ipsum. Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer
adipiscing elit. Etiam lobortis facilisis sem. Nullam nec mi et neque pharetra sollicitudin. Praesent imperdiet
mi nec ante. Donec ullamcorper, felis non sodales commodo, lectus velit ultrices augue, a dignissim nibh lectus
placerat pede. Vivamus nunc nunc, molestie ut, ultricies vel, semper in, velit. Ut porttitor. Praesent in sapien.
Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. Duis fringilla tristique neque. Sed interdum libero
ut metus. Pellentesque placerat. Nam rutrum augue a leo. Morbi sed elit sit amet ante lobortis sollicitudin.
Praesent blandit blandit mauris. Praesent lectus tellus, aliquet aliquam, luctus a, egestas a, turpis. Mauris
lacinia lorem sit amet ipsum. Nunc quis urna dictum turpis accumsan semper.
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Qu’est que c’est?. C’est une phrase frangais avant le lorem ipsum. Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer
adipiscing elit. Etiam lobortis facilisis sem. Nullam nec mi et neque pharetra sollicitudin. Praesent imperdiet
mi nec ante. Donec ullamcorper, felis non sodales commodo, lectus velit ultrices augue, a dignissim nibh lectus
placerat pede. Vivamus nunc nunc, molestie ut, ultricies vel, semper in, velit. Ut porttitor. Praesent in sapien.
Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. Duis fringilla tristique neque. Sed interdum libero
ut metus. Pellentesque placerat. Nam rutrum augue a leo. Morbi sed elit sit amet ante lobortis sollicitudin.
Praesent blandit blandit mauris. Praesent lectus tellus, aliquet aliquam, luctus a, egestas a, turpis. Mauris
lacinia lorem sit amet ipsum. Nunc quis urna dictum turpis accumsan semper.
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Qu’est que c’est?. C’est une phrase frangais avant le lorem ipsum. Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer
adipiscing elit. Etiam lobortis facilisis sem. Nullam nec mi et neque pharetra sollicitudin. Praesent imperdiet
mi nec ante. Donec ullamcorper, felis non sodales commodo, lectus velit ultrices augue, a dignissim nibh lectus
placerat pede. Vivamus nunc nunc, molestie ut, ultricies vel, semper in, velit. Ut porttitor. Praesent in sapien.
Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. Duis fringilla tristique neque. Sed interdum libero
ut metus. Pellentesque placerat. Nam rutrum augue a leo. Morbi sed elit sit amet ante lobortis sollicitudin.

Praesent blandit blandit mauris. Praesent lectus tellus, aliquet aliquam, luctus a, egestas a, turpis. Mauris
lacinia lorem sit amet ipsum. Nunc quis urna dictum turpis accumsan semper.
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Répartition des développements d’analyse

Calcul d’une intégrale par le théoreme des résidus

204 236 245 267

Connexité des valeurs d’adhérence d’une suite

203 204 223 226

Densité des polynémes orthogonaux

201 209 213 234 239 250

Equation de Bessel 220 221
Equation de Hill-Mathieu 220 221
Equation de la chaleur sur le cercle 222 241 246
Fonction Gamma 207 235 239 245 265
Formule sommatoire de Poisson 246 250

Loi des éveénements rares de Poisson

261 262 264 266

Méthode de Newton

219 223 226 228

Processus de Galton-Watson

264 266

Projection sur un convexe fermé et théoreme de Riesz

205 208 213 219 253

Théoreme central limite et intervalle de confiance

261 262 265 266

Théoréme de Lax-Milgram et application

205 208 213 222

Théoreme de Riesz-Fischer

201 205 208 234

Théoreme de Weierstrass

201 203 209 228

Théoremes d’Abel angulaire et taubérien faible

207 230 235 241 243

Transformée de Fourier d’une gaussienne

Répartition des développements d’algebre

Critere d’Eisenstein

236 250 265 267

122 141 142

Décomposition de Dunford

153 154 155 156 157

Décomposition polaire

106 150 158 160 161

Déterminant de Gram et inégalité de Hadamard 152 161 191
Etude des polynomes cyclotomiques 102 123 125 141 144
Forme faible de la progression arithmétique de Dirichlet 102 120 121

Générateurs de GL(E) et de SL(E)

106 108 150 162

Loi de réciprocité quadratique

120 121 123 126

Polynomes irréductibles unitaires sur F,

123 125 144 190

Réduction de Jordan (par la dualité)

151 153 154 157 159

Réduction des endomorphismes normaux

150 151 154 155 160

Simplicité de A,, pour n > 5

101 103 105 108

Structure des groupes abéliens finis 102 104 107
Table de caracteres de &4 et isométries du tétraedre 101 103 104 105 107 161 191
Théoreme de Carathéodory 181
Théoreme de Sophie Germain 120 121 126 142
Théoreme des deux carrés 122 126
Un homéomorphisme induit par I’exponentielle 156 158 160
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Répartition des développements mixtes

Algorithme de gradient a pas optimal

162 219 226 229 233 253

Ellipsoide de John-Loewner

152 158 170 171 181 203 229

Extrema liés

159 214 215 219

Lemme de Morse

170 171 214 215

Méthode QR

233

Nombres de Bell

Développements non utilisés

Différentiabilité de I’exponentielle de matrices

190 230 243

(156,215,220,221)

Différentielle du déterminant 152 215
Exemple d’anneau principal et non-euclidien 122
Familles libres d’applications 151 228
Intégrale de Dirichlet 236 (228,235,239)
Inversibles de Z /p“Z 104
Les biholomorphismes du disque unité 245

Réduction des matrices orthogonales

106 150 154 155 160

Sous-groupes distingués et caracteres

107 (103,104)

Surjectivité de 'exponentielle de matrice

156 204 (214)

Théoreme de Brouwer en dimension 1 et 2

(181,190,203,204,253)

Théoreme de Fourier-Plancherel

235 (201,207,208,234,250)

Théoreme de 1’élément primitif en caractéristique nulle 125
Théoreme de Wedderburn 101 123
Théoremes de Sylow 101 103 104
Un critere de diagonalisabilité 153
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Lecons d’algebre et leurs développements

101 - Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et
applications.

(i) Simplicité de 2, pour n > 5
(ii) Table de caracteres de &, et isométries du tétra-
edre

102 - Groupe des nombres complexes de module 1.
Sous-groupes des racines de 'unité. Applications.

(i) Etude des polynémes cyclotomiques

(ii) Forme faible de la progression arithmétique de
Dirichlet

(iii) Structure des groupes abéliens finis

103 - Conjugaison dans un groupe. Exemples de sous-
groupes distingués et de groupes quotients. Applica-
tions.

(i) Simplicité de 2, pour n > 5

(if) Table de caracteres de &4 et isométries du tétra-
edre

104 - Groupes abéliens et non abéliens finis. Exemples
et applications.

(i) Structure des groupes abéliens finis

(if) Table de caracteres de &4 et isométries du tétra-
edre

105 - Groupe des permutations d’'un ensemble fini. Ap-
plications.

(i) Simplicité de 2, pour n > 5

(if) Table de caracteres de &, et isométries du tétra-
edre

106 - Groupe linéaire d'un espace vectoriel de dimen-
sion finie E, sous-groupes de GL(FE). Applications.

(i) Décomposition polaire
(ii) Générateurs de GL(FE) et de SL(E)

107 - Représentations et caracteres d’un groupe fini sur
un C-espace vectoriel. Exemples.

(i) Structure des groupes abéliens finis

(if) Table de caracteres de &4 et isométries du tétra-
edre

108 - Exemples de parties génératrices d'un groupe.
Applications.

(i) Générateurs de GL(E) et de SL(E)
(if) Simplicité de A, pour n > 5

120 - Anneaux Z/nZ. Applications.

(i) Forme faible de la progression arithmétique de

Dirichlet
(ii) Loi de réciprocité quadratique
(i)

121 - Nombres premiers. Applications.

Théoreme de Sophie Germain

(i) Forme faible de la progression arithmétique de

Dirichlet
(if) Loi de réciprocité quadratique
(iii)

122 - Anneaux principaux. Applications.

Théoreme de Sophie Germain

(i) Critere d’Eisenstein

Théoreme des deux carrés

123 - Corps finis. Applications.
Etude des polynomes cyclotomiques
Loi de réciprocité quadratique

Polynomes irréductibles unitaires sur [,

125 - Extensions de corps. Exemples et applications.
(i) Etude des polynomes cyclotomiques

Polynomes irréductibles unitaires sur [,

126 - Exemples d’équations en arithmétiques.
(i)
(i)

)

(iii

Loi de réciprocité quadratique
Théoreme de Sophie Germain

Théoreme des deux carrés

141 - Polyndmes irréductibles a une indéterminée.
Corps de rupture. Exemples et applications.

(i) Critere d’Eisenstein

(ii) Etude des polynémes cyclotomiques

142 - PGCD et PPCM, algorithmes de calcul. Appli-
cations.

(i) Critere d’Eisenstein
(ii) Etude des polynémes cyclotomiques
(iii) Théoréme de Sophie Germain
144 - Racines d’un polynoéme. Fonctions symétriques
élémentaires. Exemples et applications.
(i) Polynoémes irréductibles unitaires sur F,

(ii) Etude des polynémes cyclotomiques

240



150 - Exemples d’actions de groupes sur les espaces de
matrices.

(i) Décomposition polaire
(ii) Générateurs de GL(FE) et de SL(E)

(iii) Réduction des endomorphismes normaux

151 - Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera
au cas de la dimension finie). Rang. Exemples et appli-
cations.

(i) Réduction de Jordan (par la dualité)

(ii) Réduction des endomorphismes normaux

152 - Déterminant. Exemples et Applications.
(i) Déterminant de Gram et inégalité de Hadamard

(ii) Ellipsoide de John-Loewner

153 - Polynémes d’endomorphismes en dimension fi-
nie. Réduction d’un endomorphisme en dimension finie.
Applications.

(i) Décomposition de Dunford
(ii) Réduction de Jordan (par la dualité)

154 - Sous-espaces stables par un endomorphisme ou
une famille d’endomorphismes d’un espace vectoriel de
dimension finie. Applications.

(i) Décomposition de Dunford
(ii) Réduction de Jordan (par la dualité)

(iif) Réduction des endomorphismes normaux

155 - Endomorphismes diagonalisables en dimension fi-
nie.
(i) Décomposition de Dunford

(if) Réduction des endomorphismes normaux

156 - Exponentielle de matrices. Applications.
(i) Décomposition de Dunford

(ii) Un homéomorphisme induit par 'exponentielle

157 - Endomorphismes trigonalisables. Endomor-

phismes nilpotents.
(i) Décomposition de Dunford

(if) Réduction de Jordan (par la dualité)

158 - Matrices symétriques réelles, matrices hermi-
tiennes.

(i) Décomposition polaire
(ii) Un homéomorphisme induit par 'exponentielle

(iii) Ellipsoide de John-Loewner

159 - Formes linéaires et dualité en dimension finie.
Exemples et applications.

(i) Réduction de Jordan (par la dualité)

(ii) Extrema liés

160 - Endomorphismes remarquables d’un espace vec-
toriel euclidien (de dimension finie).

(i) Décomposition polaire
(if) Réduction des endomorphismes normaux

(iii) Un homéomorphisme induit par 'exponentielle

161 - Distances et isométries d’un espace affine eucli-
dien.

(i) Décomposition polaire
(ii) Déterminant de Gram et inégalité de Hadamard

(iii) Table de caracteres de &4 et isométries du tétra-
edre

162 - Systemes d’équations linéaires. Opérations élé-
mentaires, aspects algorithmiques et conséquences
théoriques.

(i) Générateurs de GL(E) et de SL(E)
(ii) Algorithme de gradient a pas optimal

170 - Formes quadratiques sur un espace vectoriel de
dimension finie. Orthogonalité, isotropie. Applications.

(i) Ellipsoide de John-Loewner

(ii) Lemme de Morse

171 - Formes quadratiques réelles. Coniques. Exemples
et applications.

(i) Ellipsoide de John-Loewner

(ii) Lemme de Morse

181 - Barycentres dans un espace affine réel de dimen-
sion finie, convexité. Applications.

(i) Théoreme de Carathéodory
(ii) Ellipsoide de John-Loewner

190 - Méthodes combinatoires, problemes de dénom-
brement.

(i) Polynomes irréductibles unitaires sur F,
(ii) Nombres de Bell

191 - Exemples d’utilisation des techniques d’algebre
en géométrie.
(i) Déterminant de Gram et inégalité de Hadamard

(ii) Table de caractéres de G4 et isométries du tétra-
edre
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Lecons d’analyse et leurs développements

201 - Espaces de fonctions. Exemples et applications.
(i) Densité des polynémes orthogonaux
(if) Théoréme de Riesz-Fischer

(iii) Théoréme de Weierstrass

203 - Utilisation de la notion de compacité.
(i) Connexité des valeurs d’adhérence d’une suite
(ii) Théoréme de Weierstrass

(iii) Ellipsoide de John-Loewner

204 - Connexité. Exemples et applications.
(i) Calcul d’une intégrale par le théoreme des résidus

(if) Connexité des valeurs d’adhérence d'une suite

205 - Espaces complets. Exemples et applications.

(i) Projection sur un convexe fermé et théoréme de
Riesz

(ii) Théoréme de Lax-Milgram et application

(iii) Théoréme de Riesz-Fischer

207 - Prolongement de fonctions. Exemples et applica-
tions.

(i) Fonction Gamma

(ii) Théorémes d’Abel angulaire et taubérien faible

208 - Espaces vectoriels normés, applications linéaires
continues. Exemples.

(i) Projection sur un convexe fermé et théoréme de
Riesz
(ii) Théoréme de Lax-Milgram et application

(iii) Théoréme de Riesz-Fischer

209 - Approximation d'une fonction par des fonctions
régulieres. Exemples et applications.

(i) Densité des polynémes orthogonaux

(if) Théoréme de Weierstrass

213 - Espaces de Hilbert. Bases hilbertiennes. Exemples
et applications.

(i) Densité des polynomes orthogonaux

(ii) Projection sur un convexe fermé et théoreme de
Riesz

(iii) Théoréme de Lax-Milgram et application

214 - Théoreme d’inversion locale. Théoreme des fonc-
tions implicites. Exemples et applications en analyse et
en géométrie.

(i) Extrema liés

(ii) Lemme de Morse

215 - Applications différentiables sur un ouvert de R™.
Exemples et applications.

(i) Extrema liés

(ii) Lemme de Morse

219 - Extremums : existence, caractérisation, recherche.
Exemples et applications.

(i) Méthode de Newton

(ii) Projection sur un convexe fermé et théoreme de
Riesz

(iii) Algorithme de gradient a pas optimal

(iv) Extrema liés

220 - Equations différentielles ordinaires. Exemples de
résolution et d’études de solutions en dimension 1 et 2.

(i) Equation de Bessel
(ii) Equation de Hill-Mathieu

221 - Equations différentielles linéaires. Systémes
d’équations différentielles linéaires. Exemples et appli-
cations.

(i) Equation de Bessel
(ii) Equation de Hill-Mathieu

222 - Exemples d’équations aux dérivées partielles li-
néaires.
(i) Equation de la chaleur sur le cercle

(ii) Théoréme de Lax-Milgram et application

223 - Suites numériques. Convergence, valeurs d’adhé-
rence. Exemples et applications.

(i) Connexité des valeurs d’adhérence d’'une suite
(ii) Méthode de Newton

226 - Suites vectorielles et réelles définies par une rela-
tion de récurrence up,+1 = f(u,). Exemples. Applica-
tions a la résolution approchée d’équations.

(i) Connexité des valeurs d’adhérence d’'une suite
(ii) Méthode de Newton
(iii) Algorithme de gradient & pas optimal
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228 - Continuité, dérivabilité, dérivation faible des fonc-
tions fonctions réelles d’une variable réelle. Exemples
et applications.

(i) Méthode de Newton
(if) Théoréme de Weierstrass

229 - Fonctions monotones. Fonctions

Exemples et applications.

convexes.

(i) Algorithme de gradient & pas optimal
(ii) Ellipsoide de John-Loewner

230 - Séries de nombres réels ou complexes. Compor-
tement des restes ou des sommes partielles des séries
numériques. Exemples.

(i) Théoremes d’Abel angulaire et taubérien faible
(ii) Nombres de Bell

233 - Analyse numérique matricielle. Résolution ap-
prochée de systemes linéaires, recherche d’éléments
propres, exemples.

(i) Algorithme de gradient a pas optimal

(ii) Méthode QR

234 - Fonctions et espaces de fonctions Lebesgue-
intégrables.

(i) Densité des polynomes orthogonaux
(if) Théoréme de Riesz-Fischer

235 - Problemes d’interversion de limites et d’inté-
grales.

(i) Fonction Gamma
(ii) Théorémes d’Abel angulaire et taubérien faible

236 - Illustrer par des exemples quelques méthodes de
calcul d’intégrales de fonctions d’une ou plusieurs va-
riables.

(i) Calcul d’une intégrale par le théoreme des résidus

(ii) Transformée de Fourier d’'une gaussienne

239 - Fonctions définies par une intégrale dépendant
d’un parametre. Exemples et applications.

(i) Densité des polynémes orthogonaux
(ii) Fonction Gamma

241 - Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-
exemples.

(i) Equation de la chaleur sur le cercle
(ii) Théorémes d’Abel angulaire et taubérien faible

243 - Séries entieres, propriétés de la somme. Exemples
et applications.

(i) Théoremes d’Abel angulaire et taubérien faible
(ii) Nombres de Bell

245 - Fonctions d’une variable complexe. Exemples et
applications.

(i) Calcul d’une intégrale par le théoreme des résidus

(if) Fonction Gamma

246 - Séries de Fourier. Exemples et applications.
(i) Equation de la chaleur sur le cercle

(if) Formule sommatoire de Poisson

250 - Transformation de Fourier. Applications.
(i) Densité des polynémes orthogonaux
(if) Formule sommatoire de Poisson

(iii) Transformée de Fourier d’une gaussienne

253 - Utilisation de la notion de convexité en analyse.

(i) Projection sur un convexe fermé et théoréme de
Riesz

(ii) Algorithme de gradient & pas optimal

261 - Loi d’'une variable aléatoire : caractérisations,

exemples, applications.
(i) Loi des événements rares de Poisson

(if) Théoréme central limite et intervalle de confiance

262 - Convergences d'une suite de variables aléatoires.
Théorémes limite. Exemples et applications.

(i) Loi des éveénements rares de Poisson

(if) Théoréme central limite et intervalle de confiance

264 - Variables aléatoires discretes. Exemples et appli-
cations.

(i) Loi des évenements rares de Poisson

(ii) Processus de Galton-Watson

265 - Exemples d’études et d’applications de fonctions
usuelles et spéciales.

(i) Fonction Gamma
(if) Théoréme central limite et intervalle de confiance

(iii) Transformée de Fourier d'une gaussienne

266 - Ilustration de la notion d’indépendance en pro-
babilités.

(i) Loi des évenements rares de Poisson

(if) Processus de Galton-Watson

(iif) Théoréme central limite et intervalle de confiance

267 - Exemples d’utilisation de courbes en dimension
2 ou supérieure.

(i) Calcul d’une intégrale par le théoreme des résidus

(ii) Transformée de Fourier d’une gaussienne

243



Liste des développements

Analyse : Algorithme de gradient a pas optimal . . .. ... ... . ... . ... ...... 247
Analyse : Calcul d’une intégrale par le théoreme des résidus . . ... ..... ... ... .... 249
Analyse : Connexité des valeurs d’adhérence d'une suite . .. ... ... ... ... ....... 251
Algebre : Critere d’Eisenstein . . . . ... .. . 253
Algebre : Décomposition de Dunford . . ... ... .. .. 254
Algebre : Décomposition polaire . . ... ... ... 256
Analyse : Densité des polynémes orthogonaux . . .. ....... ... ... ... . ... ..... 258
Algebre : Déterminant de Gram et inégalité de Hadamard . . ... ... ... ... ... ... . 260
Mixte : Différentiabilité de 'exponentielle de matrices . . . .. ... ... ... ... ... ... . 262
Mixte : Différentielle du déterminant . . . .. ... ... ... ... L 264
Algebre : Ellipsoide de John-Loewner . . . . .. ... ... ... . . ... . ... .. 266
Analyse : Equation de Bessel . ... ... ... 268
Analyse : Equation de Hill-Mathieu . . ... ... ... ... ... . . .. . 270
Analyse : Equation de la chaleur sur le cercle. . . .. ... ... .. ... ... . . ... ... .. 272
Algebre : Etude des polynomes cyclotomiques . . . .. ... oooo 274
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Algorithme de gradient a pas optimal

Lecons concernées : 162 219 226 229 233 253
Rappelons que, pour J : R — R différentiable, ’algorithme du gradient & pas optimal est défini par la suite :

up ER™ et VkeN, " =uF — pFV I(WF) ou J(uF - pFVIWF)) = iGH]ng(ukfpVJ(uk))
pER™

Théoréme 1. Si J est a-convexe et différentiable, et que V J est L-lipschitzienne, alors la méthode de gradient
a pas optimal converge vers l'unique minimum de J.

Démonstration.

Etape 1 : Montrons que le probléme de minimisation est bien posé.

Commencons par noter que ’a-convexité de J assure l’existence d’un unique minimum global v € R™, caractérisé
par I’équation d’Euler V J(u) = 0, le probléme de minimisation est donc bien posé.

Etape 2 : Montrons que le probléme de minimisation intermédiaire est bien posé.

On peut supposer que, pour tout k € N, V J(uF) # 0. En effet, si V.J(u*) = 0 alors la suite est stationnaire, et
donc convergente en un nombre fini d’itérations. On considére maintenant la fonction suivante, que I’on cherche
a minimiser a chaque étape :
vp: | R — R
p o k= pV I(uh))

Cette fonction est dérivable, et on a :
Pklp) = = (VI(@W* = pV I (")), V I (u*))

De plus, pour tous p,oc € R, on a :
(@h(p) = (@) (p = 0) =(V I (u* =V J(u")) = VI(W* — pV J(u")), V I(u")) (p — 0)

=(VJWF — oV Ju)) = VIWr - pVJIh)), (W —oVIWh) - @ —pVJuh)))

> o H(uk — oV JWh)) — (u* - pVJ(uk))H2

>alp—of’||V J(uk)H2
Donc ¢y, est « ||V J(uF) ||2—convexe, et le probléme de minimisation intermédiaire admet une unique solution p*
caractérisée par 1’équation d’Euler :

ee(p) = = (VI — pV J(F)),VIWh)) = (V I,V JuF)) =0

En particulier, deux directions de descente successives V J(u*) et V J(u**1) son orthogonales.

Etape 3 : Montrons que la suite (J(u*)),en est convergente.

Par a-convexité de J, on a :

J(uk) > J(uk+1) + <V J(uk—H),Uk _ uk+1> + % Huk o uk+1H2
> J(uFtY) 4 p* (V J(uk+1),VJ(uk)> + % Huk - ukHHQ
> J(uF) + % Huk - uk'HHZ

La suite (J(u"))ren est donc décroissante et minorée par .J(u) par définition : elle est convergente.
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Etape 4 : Montrons que la suite (uk)k.eN converge vers u.

Comme la suite (J(u®))ren est convergente, J(u*) — J(uFT1) tend vers 0 quand k tends vers +oo, et donc

uP — uF*1 également par I'inégalité précédente. Par a-convexité de .J, on a :

oz||uk—u|| <(VJ J(WF) =V J(u), u* —u)
= (V J(uF),u" —u)

<[V I} la* = u]

A1n51 «a ||u — uH < HV J(u H Pour montrer la convergence de (u*)rey vers wu, il suffit donc de montrer celle
de (V J(u*))ren vers 0. Or, on a :

[v b)) = <VJ u’f),w >>
< HVJ uk) v J(uF ) || ||VJ )|
<Lju =V I M)
Donc HVJ H L||u* - u’“HH7 et (V J(uF))ren tend vers 0 lorsque k tend vers 4+o0o. On en déduit alors

que la suite (u*)en converge vers wu.
O

Références

[ | P. Ciarlet. Introduction a l’analyse numérique et & l’optimisation. Masson

248



Développements - Analyse Calcul d’une intégrale par le théoreme des résidus

Calcul d’une intégrale par le théoreme des résidus

Lecons concernées : 204 236 245 267

Lemme 1. Soient o, 3 € [0,27] et a € C. On pose Yo : t — a + re' sur (o, B]. Soit f holomorphe sur
B(a, R) \ {a} pour R > 0, tel que a soit un pole simple de f. Alors :

lim (2)dz = (8 — a)iRes(f,a)
r—0 Ya.r

Démonstration.

Posons g : z — f(z) — w Ainsi g est holomorphe en a, et il existe p > 0 et M > 0 tels que |g| < M sur

B(a, p) \ {a}. On obtient ainsi :

Res B
/ g(z)dz| < M(8—a)r et / W dz = / Res(f,a)idz = (8 — a)iRes(f,a)
Ya,r Ya,r - «
Le résultat vient alors par linéarité de 'intégrale. O
+oo L« 1 2
Théoréme 2. Soit a €] — 1,1[. Alors I, = / R
0o x2-—1 4cos?(G)

Démonstration.

Etape 1 : Vérifions que I, est bien définie.
1

€

1 x*Inz 1
@ = ~ a—2 = —_—
o lnx—o(x5a> et 1 in Inz=o0 <x2—(a+5))

Ainsi, en prenant 0 < £ < 1 — «, on a que la fonction est bien intégrable en 0 et en +o0o0. De plus, en 1, on a

o

Inz=In(l+z—-1)~z— 1, donc ’”;2511”” ~ (;Tl) ~ % Ainsi, la fonction est continue en 1, donc sur R.

Puisque, pour tout € > 0,onalnz =o0 ( ) en 0T, et Inz = o (2) en +oo, on a :

Etape 2 : Cherchons & appliquer le théoréme des résidus.

Considérons Log une détermination du logarithme complexe définie sur U = C \ iR~ telle que Log(1) = 0, et
définissons z%* = exp(aLog(z)) pour z € U. Posons également la fonction f : U — C définie pour z € U par

f(z)= %. C’est une fonction méromorphe ayant pour poles —1 et 1 qui sont au plus simples. Pour € > 0

et R > 0, on peut donc considérer le chemin I'; r suivant :

R
Fa,R

- N !
N N
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Etape 3 : Etude sur Y0,r-

Soient r > 0 et t € [0,7]. On a :
| Log(re™)| = |Inr +it| < |Inr| +7 et |(re®)? — 1] > |\r262“|—|—1|| = |r? —1|

On obtient ainsi :

f(2)dz

Yo,r

™ ) . ™ it it ™ (oY a+1
[Ciretsrta < [ AACCTILOBO 7 o) et i)
0 0 |(ret*)? =1 0 r? =1 r? =1

L’intégrale tend alors vers 0 en faisant tendre r vers 0 ou +oo.

Etape 4 : Calculs des résidus de f en —1, 0 et 1.

Ona:
. 2% LOg(Z) 1 z7 LOg(Z) _ (_1)a LOg(—l) _ —im iTa
Reslf. =)= I Gr ) = iy = = =5 ¢
‘ . z*Log(z) .. 2%Log(z)
Res(f,1) = lim(z = 1) ===~ = lim ——==— =0

Etape 5 : Conclusion.

On a vu que les intégrales de f sur vy r et yo, tendent vers 0 lorsque ¢ tend vers 0 et R tend vers 4+o00. De
plus, par le théoreme des résidus et passage a la limite, on a :

2 i +0oo .« +oo o 2
e z%lnx ' z%Inz T .
+ 5 dx = 72 donc 5 dor = —e'™
2 x xz?—1 2

— 00 — 0o

Or, on a par définition de Log :

0 af, 0 al 0 a ) ) +o0 a
/ wdm — (_1)0/ de+ (_1)O¢Z'ﬂ./ |‘T‘ ldx — ezTraIa +€“ra2'ﬂ'/ T dx
0

2 _ 2 _ 2 2 _
oo TA—1 oo TE—1 o T 2 —1

Il vient alors que :

+oo +oo e 2
z*Inz , . x ,
/ T de =71, + e”m‘iﬂ/ de + 1, = %e”o‘

0

2 2
I 4 —1

On a donc :

1 iTo +o0 «a ) o0 o 2
Ry A m/ L= (14 e ), + m/ L dr="
erra 0 e —1 0

En prenant la partie réelle, on obtient finalement :

2 1 2 1 w2

T T
2 Re(1+e ™) 2 1+4cos(ma)  4cos?(

I, =

[y

a)
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Connexité des valeurs d’adhérence d’une suite

Lecons concernées : 203 204 223 226

Proposition 1. Soit (E,d) un espace métrique compact et (un)nen une suite d’éléments de E telle que
limy, - 1 0o d(tn, Uunt1) = 0. Alors ’ensemble des valeurs d’adhérence de (un)nen est connexe.

Démonstration.

On note I I'ensemble des valeurs d’adhérenceje (Un)nen. Pour tout p € N, on note A, = {un |n = p}. On sait
que I’ensemble I' est égal a l'intersection des A,. C’est donc un fermé, et comme E est compact, I" est compact.

Supposons I'" non connexe, de sorte que 'on peut écrire ' = AU B ou A et B sont deux fermés non vides
disjoints de T'. Comme T" est compact, A et B sont méme compacts et donc « = d(A, B) > 0 puisque A et B
sont disjoints. On note alors :

A’:{er’d(x,A)<%} et B’:{meE‘d(aj,B)<%}

Les ensembles A’ et B’ sont ouverts, donc K = E\(A’UB’) est fermé dans le compact E, donc compact. Montrons
que (un)neny admet au moins une valeur d’adhérence dans K, ce qui sera une absurdité car 'N K = &.

Par hypothese, lim,, , { o d(tn, uny1) = 0, donc il existe Ny € N tel que, pour tout n > Ny, on a d(t,, unt1) < 5.
Soient N > Ny, xg € A et yo € B. Le point z( est dans A, donc dans I', ainsi zy est point d’adhérence de la
suite (un)nen. Il existe alors ny > N tel que d(zo,un,) < §, donc u,, € A’. De méme, le point yo est dans B,
donc dans T, ainsi yo est point d’adhérence de la suite (u,)nen. Il existe alors ny > nq tel que d(yo, tn,) < %,
donc u,, € B'.

Notons maintenant ng le premier entier supérieur & ny tel que u,, ¢ A’. En effet, un tel entier existe car
Un, € A’. On a alors u,,—1 € A, donc :

d(unm B) = d(uno*la B) - d(um)*huno) = d(A, B) - d(un()*l? A) - d(unr)*lﬂ uno) >

wl| o

Cela prouve que u,, € B’. Comme de plus u,, € A’, on a u,, € K.

Résumons. Nous venons de montrer que pour tout N > Ny il existe ng > N tel que u,, € K. On peut donc
construire une sous-suite (Uup(n))neN de (uy)nen qui prend ses valeurs dans K. Comme K est compact, (uw(n))neN
admet au moins une valeur d’adhérence dans K, donc (u,)neny admet au moins une valeur d’adhérence dans
K. Ceci est impossible, car I' N K = &. L’ensemble I' est donc connexe. O

Application 2. Soient f : [0,1] — [0,1] une fonction continue et (z,)nen la suite définie par xo € [0,1] et
Tnt1 = f(xn) pour tout n € N. Alors (x,)nen converge si, et seulement si, limy,_y 4 oo L1 — Tp = 0.

Démonstration.
Bien évidemment, si (z,)nen converge vers /¢, alors :

lim =z —x,=0—£€=0
n—-+oo n+l n

Réciproquement, supposons que lim, ,o Tn41 — Zn, = 0. On note I'" I'ensemble des valeurs d’adhérence de
(Zn)nen. Comme [0, 1] est compact, la proposition précédente donne que I' est connexe : c’est un intervalle
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fermé de [0, 1]. Montrons qu’alors tout élément £ € T' est point fixe de f. Puisque ¢ est valeur d’adhérence, il
existe une sous-suite (T, (,))nen qui converge vers £. Par continuité de f, et puisque limy,  yoo Tni1 — 25 = 0,
on a :

b= lm o) = Hm (Tem) = Tpm+1) + Tpm+1 = MM oy = Hm  fzem) = f(6)
Ainsi, si (25, )nen posseéde au moins deux valeurs d’adhérence £ < ¢/, alors [¢,¢'] C T'. En particulier, e+72€/ est une

valeur d’adhérence de (x,,)nen. Ainsi, il existe ng € N tel que x,, € [¢,¢']. Mais alors on a x,, = x,, pour tout
n = ng, et (T, )nen converge, ce qui contredit ’hypotheése sur le nombre de valeurs d’adhérence. Ainsi, (z,,)nen
n’a qu’une valeur d’adhérence, donc converge. O
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Critere d’Eisenstein

Lecons concernées : 122 141 142
On se place dans un anneau factoriel A, et on note K = Frac(A).

Lemme 1. Pour P,Q € A[X], on a ¢(PQ) = ¢(P)c(Q).

Démonstration.

Supposons d’abord P et @@ primitifs. On suppose par ’absurde que P() n’est pas primitif. Comme A est factoriel,
il existe donc p € A irréductible qui divise ¢(PQ). Ainsi (p) est un idéal premier, donc A/(p) est integre, et

A/(p)[X] aussi. Or ¢(P) = ¢(Q) = 1, donc P et @ ne sont pas nuls dans A/(p)[X]. Alors PQ n’est pas nul sur
A/(p)[X], et p ne divise pas PQ. Contradiction. Donc PQ est primitif.

Dans le cas général, on écrit PQ = C(P)C(Q)Tﬁ;)%, ou les polynémes (I;) et C(%) sont primitifs, et leur

c
produit également. On obtient alors, en passant au contenu, que ¢(PQ) = ¢(P)c(Q). O

Théoréme 2. Soit P € A[X] non constant. Alors P est irréductible dans A[X] si, et seulement si, il est
primitif et irréductible dans K[X].

Démonstration.

Supposons P primitif et irréductible dans K[X]. Si P = QR dans A[X], c’est vrai aussi dans K[X]. Quitte &
échanger ) et R, comme P est irréductible dans K[X], on suppose que @ € K[X]*. On a alors Q@ =a € A\ {0}.
On en déduit que P = aR, donc a | ¢(P). Mais ¢(P) =1, donc a € A*, et P est irréductible dans A[X].

Réciproquement, supposons P irréductible dans A[X]. On a ¢(P) = 1, car sinon P = pP’ avec p un irréductible
de A divisant ¢(P). Ecrivons P = QR avec Q, R € K[X]. Soient ¢, € A tels que Q' = ¢qQ, R’ = rR € A[X].
Alors grP = Q'R’, donc qr = ¢(Q")c(R’). On a donc P = %R% = C(QfQ//)%Rf/) dans A[X]. Ainsi, un terme est de
degré 0 par irréductibilité de P, et de méme pour @ ou R. Donc P est irréductible dans K[X]. O

Théoréme 3 (Eisenstein). Soit P(X) = >}, axX* € A[X] non constant. On suppose qu’il existe p € A
irréductible divisant tous les ay sauf a,, et tel que p* ne divise pas ag. Alors P est irréductible dans K[X].

Démonstration.
Supposons P non irréductible dans K[X]. Par le théoréme précédent, P est non irréductible dans A[X]. Il existe
alors @, R € A[X] non constants tels que P = QR. Posons alors Q(X) = > 7_ b X" et R(X) = >, _, cx X”

avec b, ¢ € Aet 0 < g,r < n. Comme A est factoriel et p irréductible, I'idéal (p) est premier, donc B = A/(p)
est integre. Projetons 1'égalité P = QR dans B[X] :

POX) = mx" = (imk) (zx) ~QUOR(Y)
k=0 k=0

En effet, comme @, # 0, on a b, # 0 # ¢,. Cette égalité est encore vraie dans L[X], ou L = Frac(B). Comme
IL[X] est principal et X irréductible, I'unicité de la décomposition en facteurs irréductibles dans L[X] montre
que X divise Q et R. Ainsi, by = ¢y = 0 dans B, mais alors p? divise bycy = ag. Contradiction. O
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Décomposition de Dunford

Lecons concernées : 153 154 155 156 157
On se place dans un K-espace vectoriel E, ou K est un corps.

Proposition 1. Soient f € L(E) et F € K[X] un polynéme annulateur de f. Soit F = M --- M8 la
décomposition en facteurs irréductibles dans K[X] du polynéme F. Pour tout i, on note N; = Ker M (f).
Alors E = @;_, N;, et, pour tout i, la projection sur N; parallélement a @j# Nj est un polynome en f.

Démonstration.

Etape 1 : Premier point.

Le fait que E = @;_, N; résulte du théoréme des noyaux.

Etape 2 : Mise en avant de projecteurs.

Pour tout 4, notons @Q; = [] ot M ;Yj . Aucun facteur n’est commun a tous les Q;, c’est-a-dire que les Q; sont
premiers entre eux dans leur ensemble. En appliquant 1’égalité de Bézout, on voit qu'il existe Uy, ..., Us € K[X]
tels que U1Q1 + ... + UsQs = 1, de sorte que :

Idp =Ui(f) o Qi(f) + ... + Us(f) 0 Qs(f)

Pour tout 4, on note P; = U;Q; est p; = P;(f). Par ce qui précede, on a :

Ids =3 p (+)
=1

Par ailleurs, pour tout j # 4, F' divise Q;Q);, donc :
Vj # i, piop; = QiQ;(f) o UsU;i(f) =0 (%)

On déduit de (x) que p; = Z;:1 p; o p; pour tout i, donc p; = p? d’aprés (). Les p; sont donc des projecteurs.

Etape 3 : Montrons que, pour tout ¢, Imp;, = N;.
Soit y = p;(x) € Imp;. On a :

M (f)(y) = M (f) o Pi(f)(x) = Us(f) o F(f)(2) =0

Ainsi, Imp; C Ker M (f) = N;. Il reste & montrer Uinclusion réciproque. Soit © € N; = Ker M (f). D’apres
(%), = pi(x) + ... + ps(x). Or, pour tout j # i, pj(x) = U;(f) o Q;(f)(x) = 0, car M divise @Q;, donc
finalement z = p;(z) € Imp; = N,.

Etape 4 : Montrons que, pour tout i, Kerp;, = @j;ﬁi N;.

Pout tout j # ¢, on a N; C Kerp;, car si € N;, alors p;(x) = U;(f) o Qi(f)(z) = 0 car Mjaf divise @;. On
en déduit que P,; N; C Kerp;. Soit maintenant z € Kerp;. D’aprés (x), = >°,; p;j(x) donc z € €D, Nj.
Finalement, Ker p; = @ it N;. La démonstration est terminée puisque, par construction, les projecteurs p; sont
des polynomes en f.

O
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Théoréme 2 (Décomposition de Dunford). Soit f € L(E) dont le polynéme caractéristique x5 est scindé sur
K. Alors il existe un unique couple (n,d) d’endomorphismes tels que :

(i) d est diagonalisable, n est nilpotent
(ii) f=d+n etn etd commutent

De plus, d et n sont des polynémes en f

Démonstration.

Etape 1 : Existence

Ecrivons x5 =I1i_; (X = X\)% et notons N; = Ker(f — \;)* pour tout i. La proposition précédente s’applique
avec F' = x5 et M; = X — \; pour tout ¢. En utilisant les notations précédentes, pour tout %, p; = P;(f) est le
projecteur sur N; parallelement & €D i Nj- Posons d=Y7:_,\pi et n=f—d. Alors d est diagonalisable en
tant que combinaison linéaire de projecteurs. De plus, comme les p; sont des projecteurs tels que p; o p; = 0 si

j # i, et que les p; commutent avec f en tant que polynémes en f, on a :

S S

q
Vg eN, n? = (Z(f - )\iIdE)pi> => (f = \ildg)'p;

i=1 i=1
Si ¢ = sup; oy, alors xs divise (X — A)?Q;, donc n? = 377, ((X — X)9Q;U;)(f) = 0 et n est nilpotent. Ainsi
construits, d et n sont des polynémes en f vérifiant les propriétés voulues.
Etape 2 : Unicité

Soit (d’',n') un autre couple vérifiant les propriétés voulues. Alors f, d, n , d’ et n’ commutent en tant que poly-
noémes en f. Ainsi, d et d’ sont diagonalisables dans une méme base, ce qui entraine que d —d’ est diagonalisable.
De plus, comme d — d’ = n’ — n est nilpotente, on en déduit que d —d’ = n —n’ = 0, d’ott 'unicité.

O
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Décomposition polaire

Lecons concernées : 106 150 158 160 161

Théoréme 1 (Décomposition polaire). On a les homéomorphismes :

On(R) x SHH(R) — GL,(R)  Un(R) x HI*(R) — GL,(R)
(0,5) —  0S (U, H) —  UH

Démonstration.

On ne démontrera ici que le premier homéomorphisme, la démonstration du second étant similaire.
On note pu cette application. Elle est bien définie et elle est continue.

Etape 1 : Montrons que y est surjective.

Soit M € GL,(R). La matrice ‘MM est symétrique. De plus (X, 'MMX) = (MX, MX) = |[MX|* > 0, pour
tout X € R™. Et puisque (X,'MMX)=0< MX =0< X =0 on a que "MM est dans S+ (R).

On peut ainsi diagonaliser "M M dans une base orthonormée. Il existe alors P € On(R) et D = Diag(A1,...,An)
avec A; > 0 pour tout i tels que ‘MM = PDP~!. On pose S = PDiag(v/A1,...,VA,)P~L. Cest une matrice
symétrique, puisque P est orthogonale, et définie positive, car ses valeurs propres sont strictement positives.

Ona 5% ="MM et, si 'on pose O = M S~1, il vient que :
‘00 = 'MSTTMST = ST MMST! = 571825 = 1,
Ainsi M = O0S, o1 O € O,(R) et S € S (R), donc p est surjective.

Etape 2 : Montrons que u est injective.

Supposons que 'on ait M = 08 = 0'S’, avec O € O, (R) et S € S,/ T(R). I vient alors :
S ="'‘MM =Y0'8")0'S" = "'5"'0'0'S" = 5"
Soit @ un polynéme interpolateur tel que, pour tout i € [1,n], Q(\;) = v/ ;. Alors :

)\1 )\1
S =PQ rPt=qQ|P P =Q(S%) =Q(5?)
A, An

Or, S’ commute avec S’2, donc avec Q(S"?) = S, et donc S’ et S sont diagonalisables dans une base commune.
Il existe ainsi une matrice de passage Py qui permet de les diagonaliser simultanément. On a alors S’ =
Py Diag(ph, ..., 1) Pyt et S = PyDiag(pa, ..., pn)Py ' Alors :

Sl2 = S2 = PO Dlag(/’L,127 e a:u‘/n2)PO_1 = PO Dlag(ﬂ%, e 7:“31,)P0_1
— Vie[l,n], u? = u?
= Vie[lLn], u; =

= 9 =5

Ainsi, on a S = 5’, puis O = O’, d’out l'injectivité de p.
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1

Etape 3 : Montrons que y~* est continue.

Soit (M,)pen une suite de GL,(R) qui converge vers M. On note, pour tout p € N, (O, S,) = p~1(M,), de
sorte que M, = 0,5, avec O, € O,(R) et S, € ST (R). On va montrer que les suites (O,)pen €t (Sp)pen
convergent respectivement vers O et S.

Comme O, (R) est compact, soit O une valeur d’adhérence de (O,)pen, et soit (Op, )ren une sous-suite de
(Op)pen qui converge vers O. Alors la sous-suite (S, )xen converge vers 0 M= S, et ona:
S=0 'MegL,(R)NSIT(R) = GL,(R) NSF(R) = SH(R)

On a donc M = OS par injectivité de p, puis O = O et S = S. D’otl la continuité de p~*.

O
Corollaire 2. Pour A € GL,(R), on a ||A]3 = p(*AA).
Démonstration.
Soit A = OS la décomposition polaire de A. Comme ||OSz|, = ||Sz||, pour tout vecteur 2 € R”, on a
|Ally = [|S]l5- Comme S est symétrique réelle, elle est diagonalisable dans une base orthonormée (e, ..., ey),
ordonnée de sorte que les valeurs propres correspondantes soient dans ’ordre décroissant en module.
Maintenant, si z = >\, x;e; est de norme 1, on a :
n n
1Sz, = (D Nwies|| < Ml || D wies|| = M| = p(S)
i=1 2 i=1 2
La borne étant atteinte pour & = e;. On a ainsi montré que ||S||, = p(5), et on a ensuite :
2 2 t
1A = 18115 = £(8)* = [M[* = p(5%) = p(*AA)
O
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Densité des polyndémes orthogonaux

Lecons concernées : 201 207 209 213 234 235 239 245 250
Pour I C R un intervalle, on appelle fonction poids toute p : I — R mesurable strictement positive telle que :

Vn €N, /|x\"p(x) dr < +oo
De plus, I'espace L?(1,p) = {f I—-R ’ fl |f(z)|?p(z)dx < —l—oo} est de Hilbert pour le produit scalaire :

Vigel¥Lp). (f.g /f

Théoréme 1. Soit p une fonction poids. On suppose qu’il existe a > 0 tel que fI eamp(x)dm < 00. Alors les
polynémes orthogonauz associés a p forment une base hilbertienne de L?(I, p).

Démonstration.

Etape 1 : Montrons I’existence d’une famille de polynémes orthogonaux.

Remarquons que, comme (z — ") € L(I, p) pour tout n € N, alors :
2
"3 = [ 1e"Fp(e)d = [ o ola) o = o], < +o0
I I

Les polyndmes appartiennent donc & L2(I,p), et nous pouvons bien appliquer I’algorithme de Gram-Schmidt
pour avoir une famille de polynomes (P, )nen de degrés échelonné et orthogonaux dans L2(1, p).
Etape 2 : Introduisons une fonction auxiliaire.

On pose, pour tout n € N, g, : x + ™. Soit f € L?(I,p) telle que, pour tout n € N, (f,gn>p = 0. Soit
@ = fply. Alors, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

/Icp )| dt = /If )lp(t) (/If )[?p(t) dt)é(/Ip(t)dt);:||f|p|1||p<+oo

Donc ¢ € L*(R), et on peut alors considérer sa transformée de Fourier :
VteR, p(t) = / e " p(x) dr = /e_i“”f(a:)p(x) dx
R I

Etape 3 : Montrons que ¢ se prolonge en une fonction holomorphe.

On considére B, ={z€C||Im(z)| < %}, ot a > 0. Pour z € I et tout z € By, on pose g(z,z) = e~ f(z)p(x)
et F(z) = [, g(z, ) dx, alors :
(i) Pour tout z € By,  — g(z,x) est mesurable.
(ii) Pour presque tout x € I, z — ¢(z, z) est holomorphe sur B,.
(iii) Pour tout z € By, |g(z,z)| = e™®2| f(x)[p(x) < e2%|f(z)|p(z). L'inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

[l e < [ oo dx)2 ([1r@Poe dx)% < +oo

lg(z, )| est donc bien dominée par une fonction indépendante de z et intégrable sur I.

Par le théoreme d’holomorphie sous le signe intégrale, F' est bien définie et holomorphe sur B,,, et coincide avec
@ sur R. De plus, on a également :

FO (s / (e ) dr = ()" /1 2 f (1) pl() da
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Etape 4 : Conclusion.

Evaluons en O :

FO0) = (=) [ & f(@)pla)do = ()" {£.90), =0

I

Tous les coefficients du développement en série entiere de F' au voisinage de 0 sont donc nuls. Par unicité du
développement en série entiere, F' est nulle sur un voisinage de 0.

Le théoréeme du prolongement analytique implique alors que F' = 0 sur le connexe B,, tout entier, et en particulier
sur R. Donc, pour tout t € R, @(t) = 0.

Or ¢ € LY(R), donc, par injectivité de la transformée de Fourier sur L!(R), on en déduit que ¢ = fpl; = 0.
Comme, sur I, ona p>0et 1; =1>0, il vient que f = 0.

On a donc finalement que Vect((Py,),)* = Vect((X"™),)* = {0}, et donc que les polynémes orthogonaux forment
bien une base hilbertienne de L?(1, p).
O
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Déterminant de Gram et inégalité de Hadamard

Lecons concernées : 152 161 191

Soient (E,(.,.)) un espace pré-hilbertien (réel ou complexe) et (x;)1
appelle matrice de Gram de (z;)1<i<n la matrice Mg(z1,...,2,) = (
le déterminant de cette matrice, noté G(z1,...,x,).

i<n une famille de vecteurs de E. On

<
T3, 25))1<i,j<n, €t déterminant de Gram

‘Lemme 1. Le déterminant de Gram d’une famille de vecteurs est nul si, et seulement si, elle est liée.

Démonstration.

Soit (e;)1<ign une famille de vecteurs de E. Si (e;)1<icn est liée, son déterminant de Gram est nul, par linéarité
du produit scalaire. Réciproquement, si le déterminant de Gram de (e;)1<i<n €st nul, les vecteurs colonnes des
produits scalaires sont liés, donc il existe k € [1,n] et (Ar)e£r des coefficients non tous nuls tels que :

Vi€ [1,n], (e, ex) = Z)\g (e, e0) = <ei,Z)\g€g> = e, — ZT@@@ € Vect(e, .. .7en)L

1k 0k 0k

Or e — Z#k Aeeg € Vect(eq, ..., e,), donc eg = Z#k Acer, et (€;)1<icn est lice. O

Théoréme 2. Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie n € N* muni d’une base (€;)1<i<n-
Alors, pour tout x € E, on a :
2 _ G(er,...,en,T)

d(x’F) G(el,.. .7en)

Démonstration.

Comme F est de dimension finie, d(x, F') est atteint en la projection f € F de x.
On a ainsi d(z, F) = ||x — f]|, et, par définition de f :

Vie [Ln], (zoe) = (fei) et |l = | fI* + = = £

Calculons la matrice de Gram de (ey,...,e,, ) :
<€1,$>
Mg(ei,...,en,x) = Me(ey, ... en) :
(en, )
(z,e1) (w,en) | I’
On peut alors calculer le déterminant de Gram G de (eq,...,en, ) :
<6laf> 0
G — Mcg(er, ... en) + Mcg(e,. .. en)
<€naJ;> 0 .
(f.e1) (frea) | 171 (f.en) (fren) | e~ 1l

=Gler,....en, f)+ |z — fI?Gler, ... en) = d(z, F)?Gley,. ... en)
Comme la famille (e;)1<i<n est libre, son déterminant de Gram est non nul, et on a bien :

G(e1,...,en,x)

2 _
d(x’F) B G(el, .. .,en)
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Théoréme 3 (Hadamard). (i) Soient x1,...,x, € E. Alors G(z1,...,2,) <[, [EA

(ii) Soient x1,...,x, € C". Alors |det(z1,...,zn)| < Ty 2illo-
Dans les deux cas, on a égalité si, et seulement si, (x;)1<i<n est orthogonale ou l'un des vecteurs est nul.

Démonstration.

(i)

Si la famille (z1,...,x,) est liée, alors G(x1,...,2,) = 0, et Pinégalité sont évidentes.
On va montrer par récurrence sur n € N* qu’une famille de n vecteurs libres de E vérifie I'inégalité, avec
égalité si, et seulement si, ils sont orthogonaux.

Sin=1,ona G(x) = ||z1]|>. Supposons la propriété vraie au rang n. Soient 1, ..., z,41 des vecteurs
libres de E. Notons F' = Vect(z1,...,x,), et considérons f la projection orthogonale de x,11 sur F. En
remarquant que ||z,11 — fII> < ||@ns1 — FII° + [If]1* = |Zns1]®, on obtient par hypothése de récurrence :

n n

2 2 2 2 2
G(a1, o nir) = Gy, @n) [lper = I < [T 2all® < lenn = FIF < Tl % il

i=1 1=1
La premiére inégalité est une égalité si, et seulement si, la famille (21,...,z,) est orthogonale. De plus, la
deuxiéme inégalité est une égalité si, et seulement si, |zn41 — f||> = [|#ng1]?, Cest-a-dire || f]|* = 0 donc
Zp41 est orthogonal aux (z1,...,2,). On a donc montré ’hypotheése de récurrence au rang n + 1, d’out le

résultat par récurrence.

(ii) Notons que Mg(z1,...,2,) = N*N, ou N est la matrice de vecteurs colonnes des (z1, ..., 2, ). On applique
alors le point précédent avec G(x1,...,1,) = |det N|%.
O]
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Différentiabilité de ’exponentielle de matrices

Lecons concernées : 156 215 220 221

Théoréme 1. Pour X, H € M,(K), dy exp(H) = X > G451 o0 ad X(H) = XH — HX.

Démonstration.

Soient X, H € M, (K).
(i) Tout d’abord, résolvons les deux problémes de Cauchy suivant, pour A € L(M,,(K)) :

L@ = Af@) fdt) = eAH
Sl.{ f(O) - et SQ{ _

Le premier systeme entraine :
(e f(t) = e Af(t) — e Af(t) =0

Donc e~ f(t) = e*f(0) = H, puis f(t) = e!AH. La réciproque est immédiate.

Maintenant, pour obtenir g, on doit intégrer terme a terme la série de 'exponentielle, d’ou :

o0 tk+1Ak
9(t) = (kz_o (k+1)!> H

En effet, les fonctions des deux membres ont méme dérivée et s’annulent toutes deux en 0.

(ii) On pose ici ad X(H) = XH — HX, et f(t) = !X He X,
Alors f/(t) = Xe! X He !X — X He X X = ad X(f(t)) et f(0) = H, donc f(t) = e *4XH.
Pour ¢t = 1, on obtient eX He=X = %X [,

g: | R — M, (K)

(iii) Soit maintenant la fonction b By (X etXum) ol u est une variable réelle.
u=0

On remarque que g(0) = 9y—o(e%") = 0.
De plus, comme exp est de classe €°°, alors il en est de méme pour :

p:] R? — M, (R)

(t,iu) s e tXet(XtuH)
Par le théoreme de Schwarz, on peut donc permuter les dérivées secondes, d’ot :
g'(t) = 0,0u—o (e—txet(x+uH))
= Ouo0s (eftXet(X%»uH))
— Dyo (_e—tXXet(X+uH) +e X (X + uH)et(X+uH))
= Duzo (ue™ X Hetleru))

— e—tXHetX

— €7tadXH
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(iv) On sait que g(0) = 0 et que ¢'(t) = e **¢X H, alors :

0 ikt 1(_od X)F
g(t) = Ou=o (eftXet(XﬂH)) = (Z t (]g + ;i))!() )

k=0

En prenant ¢ = 1, on obtient :

— (—ad X)*
1) = Oy_g (e~ XeXTul) = (—a H
g(1) =0 (6 € ) ZO (k+1)!
Mais comme exp est différentiable en X, on a par ailleurs :
Ou=0 (eiXeXJr“H) = e Xdx exp(H)

Finalement :
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Différentielle du déterminant

Lecons concernées : 152 215

Lemme 1. Pour K=R ou C, GL,(K) est un ouvert dense dans M, (R).

Démonstration.

Montrons que GL,,(R) est un ouvert de M,,(R).

—1
GLL(K) ={M € M, (K)|det M # 0} = det(Rx)
Comme det est continue, GL,, (K) est un ouvert de M, (R).

Soit M € M,,(K), et A1,..., A, ses valeurs propres (complexes).
Soit (e )k une suite de complexes qui converge vers 0.

Il existe N € N tel que pour tout k > N, |eg]| < min(|A¢],..., | a])-
Alors, pour tout £k > N, on a :

n

det(M +exl,) = [[(Xi + ) #0

i=1

Les matrices Xy = M + €1, sont inversibles et convergent vers M, d’ou la densité. O

Théoréme 2. La fonction det : M, (R) — R est de classe € et de différentielle dx det(H) = tr(*Com(X)H).

Démonstration.

La fonction det est une fonction polynomiale en les coefficients de la matrice, donc elle est de classe €.
On munit M,,(R) d’une norme.

Soit H une matrice, et Aq,..., A, ses valeurs propres. On a, pour t € R :

n

det(l, + tH) = [J(1+tA) =1+ ttr H + O(£?)
i=1
Alors on a d;, det(H) = tr H.
Soient X € GL,(R) et H € M, (R). Alors :

det(X + H) = det(X) det(I,, + X 'H) = det(X) (1 + tr(X"H) + o(|| H|| )
= det(X) + tr(*Com(X)H) + o] H| )

Donc dy det(H) = tr(*Com(X)H).

Les fonctions X — dx det et X — (H — tr(*Com(X)H) coincident sur G£,(K) qui est un ouvert dense de
M, (K). On en conclut que pour tout X, H € M, (R), on a dx det(H) = tr(*Com(X)H). O
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Application 3. Pour A € M,(R), det(e?) = et*4

Démonstration.

Soient y1,...,y, les solutions du systéme différentiel y'(t) = A(t)y(¢t), ot A(t) € M,(R) est une fonction
continue et soit w(t) = det(y1(t),...,yn(t)) leur wronskien.

Soit Y la matrice colonne de (yi,...,yn), ainsi Y' = AY.

w'(t) = dy () det(Y'(t)) = tr(*Com(Y (¢))Y’(t)) = tr(*Com(Y () A(t)Y (t))
= tr(A(t)Y (t) "Com(Y (1)) = tr(A(t) det(Y (t))) = tr(A(t))w(t)

—+

On obtient donc w'(t) = tr(A(t))w(t) et, par conséquent :

t
w(t) = w(0) exp (/ tr(A(s))ds>
0
Si de plus, A est constant, alors, revenant au systéme initial, on a Y’ (t) = AY(t), donc Y (t) = Y(0)e*4. On

applique le déterminant & cette égalité et on obtient w(t) = w(0) det(e*). Utilisons maintenant le résultat dans
le cas ol A n’est pas constant, on obtient alors w(t) = w(0)e!™(4). Ainsi, on obtient le résultat. O
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Ellipsoide de John-Loewner

Lecons concernées : 152 158 170 171 181 203 219 229 253

Lemme 1. Soient A, B € M, (R) symétriques définies positives distinctes, et a, f > 0 tels que a + 8 = 1,
alors :

det(aA + B) > det(A)* det(B)”

Démonstration.

On utilise le théoréme de pseudo-réduction simultanée :
Il existe P € GL,(R) tel que A ="PP et B = "PDP, avec D = Diag(\1,...,\,), alors :

(det A)*(det B)? = (det P?)*(det P? det D)? = det P?(det D)
det(aA + BB) = det(*P(al, + D)P) = det P? det(al, + D)
On est donc ramenés & montrer que det(al, + 8D) > (det D)?. Par la stricte concavité du logarithme, on a :

In(a+BA) >alnl+ Bl =anx = Y In(a+8N)>8) Ik
i=1 =1

En prenant I’exponentielle, on obtient :

n n B
H(a + 6X;) > <H )\i> & det(al, + D) > (det D)?

i=1 i=1

O

Théoréme 2. Soit K un compact d’intérieur non vide de R™, alors il existe un unique ellipsoide de centre 0
et de volume minimal contenant K.

Démonstration.

On munit R™ de sa structure euclidienne usuelle. Un ellipsoide R™ centré en 0 de a une équation du type ¢(z) < 1,
ott ¢ € @*T. On note & = {z € R" | g(x) < 1}. I existe une base B dans laquelle ¢ s’écrit q(z) = > a;z?.

Etape 1 : Reformulons le probléme comme un probléme d’optimisation avec contrainte.

Vq:/// de, - de,
q(z)<1

\/ﬁ En notant D(q) = a; ... ay, qui est aussi

On note V; le volume de &, alors :

ti

NG de jacobien
le déterminant de la matrice de ¢, on obtient alors :

On effectue le changement de variable x; =

d.]?l .o dl‘n VO
V:] — e =
// lzll<t v/ D(q) V' D(q)

ou Vj est le volume de la boule unité pour la norme euclidienne canonique.

Le probléme se reformule alors comme un probléme d’optimisation avec contrainte. On cherche ¢ qui maximise
D(q) et tel que g(z) < 1 pour tout z € K. On munit @ de la norme N(q) = supj, <1 |¢(z)|, et on considere

I'ensemble A = {q € Q" |Vz € K, q(x) < 1}. Montrons que A est un compact convexe non vide de Q.
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Etape 2 : Montrons que K est convexe.

Soit ¢ et ¢’ dans A, et soit A € [0,1].
o =Ag+ (1=

Alors on a bien g)(z) = 0 pour tout € R™, et ¢\(x) < 1 pour tout « € K. Donc A est convexe.

Etape 3 : Montrons que K est fermé.

Soit (gn)n une suite de A convergente dans @) vers g. On a pour tout z € R, |¢(x) — gn(z)] < N(q¢ — qn) 2|,
donc limy,— o0 ¢n(2) = g(x). On en déduit que :

Ve eR" g(z)= lim ¢,(z) >0 et Vze K, glz) = lim ¢,(z) <1

n—-+oo n—-+oo

Donc q € A, et A est fermé.

Etape 4 : Montrons que K est borné et non vide.

Soient a dans 'intérieur de K et r > 0 tel que B(a,r) C K. Si ||z|| <, alors a4+ 2 € K, donc on a :

Va@) = Valz +a—a) < Va(z +a) + q(—a) <2

Donc g(z) < 4. Si ||z]| <1, |g(z)] = g(z) = 142 < 4, ainsi N(q) < %, et A est borné.

r

flz)|?

De plus, K étant borné, il existe M > 0 tel que pour z € K, |z|| < M. Donc & + "1z~ est dans A.

Etape 6 : Existence.

Comme det est continue, D est continue sur 4. On en déduit que D atteint sont maximum sur A en ¢gg. De

2
plus, comme z ”]E‘L est dans A et est de déterminant strictement positif, on a D(gg) > 0, donc gg € Q™.

Etape 7 : Unicité.

Soit g € A. Par I'absurde, on suppose que D(q) = D(qop) avec g # qo. Soient S et Sy les matrices de ¢ et qq.

D <;(q + qo)) = det G(S + So)> > (det S)7 (det Sp)2 > det Sy = D(qo)

Cela contredit la maximalité de D(qp), puisque %(q + qo) € A par convexité.
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Equation de Bessel

Lecons concernées : 220 221 243

Théoréme 1. On considére ’équation différentielle de Bessel xy"” +y' +xy = 0. Sa solution fo valant 1 en 0
se développe en série entiére sur R. De plus, si f est une autre solution sur un intervalle |0, a[, alors (f, fo)
est libre si, et seulement si, f n’est pas bornée au voisinage de 0.

Démonstration.
Etape 1 : Premier point - Analyse
Soit fo une série entiere. Il existe donc une suite (a,)nen et un réel R > 0 tels que, sur | — R, R[, on ait :
oo e} oo
fo(z) = Z anz" folz) = Z napx™ "t o (z) = Z n(n —1)a,z"?
n=0 n=1 n=2

Si fo est solution de ’équation de Bessel sur | — R, R[, on a :

S 0o 00
0=aff(x)+ fo(x) +xfo(x) =D n(n—Dana" '+ nana" '+ apz™"!
n=2 n=1 n=0

o0 oo oo
=a; + Z(n + Dnappi1z™ + Z(n + Dapyra™ + Z ap—_1z"

n=1 n=1 n=1

=a + Z (n+ 1)2an41 + an-1)a"

n=1

Par unicité du développement en série entieére, on obtient donc les conditions suivantes :

ay = 0
VneN, (n+2)2%a,12 = —a,
Ainsi, pour tout n € N, on a ag,+1 =0 et :

I N Dol
(2n)? (2(n—1))* 22

a2n

Comme ag = fo(0) = 1, on obtient :
o (D",
— N ) 2n
folz) = Z 4n(n!)2x
n=0
Etape 2 : Premier point - Synthése
La série entiére ci-dessus a un rayon de convergence infini par le critéere de d’Alembert. En effet :
(_1)n+1 4n(n])2
4+l ((n+1)NH2 (=)

1
= 0
4(71 + 1)2 n——+o0

VreR,

Alors, les calculs précédents assurent que fy est solution de 1’équation de Bessel.
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Etape 3 : Deuxiéme point
Soit f une autre solution sur un intervalle ]0, a[ avec a > 0.

Comme fj est définie sur R et continue, elle est bornée au voisinage de 0, ainsi que tous ses multiples. Donc si
la famille (f, fo) est liée, alors f est bornée au voisinage de 0.

Réciproquement, supposons que (f, fo) est libre. Comme on se place sur un intervalle de R™, on peut écrire
I’équation de Bessel comme y”’ + %y’ 4+ y = 0. L’ensemble des solutions de cette équation est un R-espace
vectoriel de dimension 2, dont (f, fo) est une base. Soit maintenant W = ff} — f'fo le wronskien de (f, fo).
Pour tout z €]0,a[, on a :

W) = (@) (@) ~ 1) o) =~ F@)fi(a) — F@)ole) + - /(@) folw) + F@) o) =~ W ()

Ainsi, il existe une constante C telle que W (z) = Ce™"(®) = % De plus, C' # 0, car sinon (f, fo) serait liée.
Par I’absurde, supposons f bornée au voisinage de 0. Comme lim, o+ fo(x) =1 et lim, o+ fi(z) =0, on a :

€t @R - F@h) ~ ~f(@)

x z—0t

Soit b €]0,a]. Comme (z - —<) est de signe constant sur ]0,b] et n’est pas intégrable, on obtient :

z—0t

1)~ 10 = [ f0a_ ¢ [ Lar=-cme-my

Ainsi, f(z) est équivalent en 0T & —C'Inz + C'lnb + f(b), et f n’est effectivement pas bornée. O

Références
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Equation de Hill-Mathieu

Lecons concernées : 220 221
On considere I'équation différentielle d’ordre 2 suivante :

y' +qy=0 (E)

ou q: R — R est une fonction continue, paire et m-périodique.

On note W l’espace des solutions de cette équation, qui est un C-espace vectoriel de dimension 2. Par le
théoréme de Cauchy-Lipschitz, on peut identifier W a C? en associant (y(0),%’(0)) & une solution y. On notera
alors (y1,y2) une base de W définie par :

[ud =

Ensuite, si y est une solution de (E), alors on a :

—_

ot {yg(o) - 0

o

(T-ny") + @(7-ry) = (T—y") + (T-rqy) = (T—zy" + qy) = 7-2(0) = 0
Ainsi, 7y € W, et A =7_, est un endomorphisme de W. Si on note également A sa matrice, on a :
4= (n) n)
yi(m)  ya(m)

En effet, comme W 3 A(y1)(z) = y1(x + 7) = ay1(x) + byz(z), dériver donne v (x + 7) = ay)(x) + byh(z), et
évaluer en 0 donne a = y; () et b = y{ (7). D’ou la premiére colonne de A, et on fait de méme pour la seconde.

Lemme 1.
(i) y1 est paire, yo est impaire
(ii) det A =1

(i) 1 (v) = ()

Démonstration.

(i) Soit z1(z) = y1(—x). Alors, par parité de ¢, on a :
2 (2) + q(x) 21 (x) = ¥ (=2) + g(@)y1 (—2) =y (—z) + ¢(~2)y1 (—2) = 0
Donc z est solution de (E). D’autre part, on a :
21(0) =31(0) =1 et 21(0) = -y (0) =0

Alors z; = y1, et donc y; et paire. On montre de méme, avec zz(x) = —ya(—x) que yo est impaire.

ii) En notant w = y,y5 — yjy2, on obtient :
2 1
w' = (y1y5 — Yiv2) = yivs + 1ys — yiY2 — Yive = y1ys — Y v2 = —y1qy2 + qyiy2 =0

Ainsi w est constante égale & w(0) = y1(0)y4(0) — y1(0)y2(0) = 1. Donc det A = w(7w) = 1.
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(iii) L’endomorphisme inverse de A est donné par A~!(y)(r) = y(z — 7), qui a pour matrice :

A1 — (yl(ﬂ) y2(”)> _ ( yi(m) yz(ﬁ))
yi(=m)  ya(=m) —y1(m)  ya(m)
Or, par le théoréme de Cayley-Hamilton, on a A% — (tr A)A + I, = 0.
En multipliant par A=%, on obtient A + A=1 = (tr A)I5. Alors :

(i )+ (5 ) = (5 agtm) = ("5 )

On en déduit que y; (1) = yh(m).

Théoréme 2 (Hill-Mathieu).

(i) Si|tr(A)| < 2, alors toutes les solutions sont bornées.

(i) St |tr(A)| =2, alors il existe une solution non nulle bornée.
(iii) On a |tr(A)| < 2 si, et seulement si, yi(m)y2(m) = 0.

(iv) Si|tr(A)| > 2, alors aucune solution non triviale n’est bornée.

Démonstration.
On commence par noter :
xa(X)=X% - (trA)X + 1 et A=A(xa) = (trA)* —4

(i) Si|tr(A)] <2, alors A <0, et x4 admet deux racines complexes conjuguées p et p. La matrice A est ainsi
diagonalisable, il existe donc une base (u,v) de W telle que :

T_xU = PU et T_xU = pU

Comme |p|? = pp = 1, |u| et |v| sont continues et m-périodiques, donc u et v sont bornées, d’out le résultat.

(ii) Si|tr(A)| =2, alors A = 0, et x4 admet une racine double réelle r. Comme 72 = 1, on a r = +1. Il existe
donc u € W tel que 7_,u = ru, ce qui entraine encore une fois que u est bornée.

(iii) Comme y;(7) = yh(m), on a |T| = 2 si, et seulement si, y1 (7) = y5(7w) = £1, ce qui équivaut a y; (7)ys(7) =
1, donc a yj (m)ya(m) =1 car det A = 1.

(iv) Si |tr(A)] > 2, alors A > 0, et x4 admet deux racines réelles, qui sont inverses I'une de lautre, car
det A = 1. Notons les 7 et r~!. Quitte & les échanger, on suppose |r| > 1. Soient u,v € W telles que
T_pou=ruet T_pv=r"tv, et soit y = au + bv, avec a # 0 ou b # 0, une solution non nulle de (E).

Si a # 0, soit x € R n’annulant pas u. Alors y(z + n7w) = ar"u(x) + br"v(z) ~p— oo ar™u(z).
Sia =0, alors b # 0, soit z € R n’annulant pas v. Alors y(x — nxw) = br™v(x).
Dans les deux cas, y n’est pas bornée.

Références
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Equation de la chaleur sur le cercle

Lecons concernées : 222 239 241 246
On pose T = R/27Z. Pour ug € L*(T), on considere 1’équation différentielle :

%—g%: sur R™ x T (+)
u(0,.) = ug dans L?(T)

Théoréme 1. Il existe une unique solution u de () de classe C* sur RT™* x T, avec u(t,.) tendant vers ug
dans L*(T) quand t tend vers 0.

Démonstration.

Etape 1 : Analyse

Soit u une solution de () de classe C? sur R** x T, avec u(t,.) tendant vers ug dans L?(T) quand ¢ tend vers
0. On peut alors écrire sa série de Fourier, qui converge normalement :

. 1 2 )
V(t,z) ERT X T, u(t,z) = Y _ca(t)e™ ot Vn€Z, colt) = 27/ u(t, ) e da
™ Jo

neZ
Comme (t,x) — u(t,z) e~ est de classe C! en t, par dérivation sous I'intégrale, on obtient :

1 2 du X 1 [?" 9%y
- 0t L

Z (¢ —inmd

cn(t)
Par intégration par partie et périodicité de wu(t,.) et %(t, x),ona:

. 27 2 27
in ou s — s
c(t) = o ), %(t, r)e " dr = o u(t,z) e de = —n’c, (1)

On en déduit alors que ¢, (t) = c%e‘"zt avec ¢ € R. Fixons t > 0, et appliquons la formule de Parseval a

x — |u(0,x) — u(t,x)|, en notant ¢, (ug) le n-itme coefficient de Fourier de uy :

S Jenltto) = caldf? = =

27
nez

/ ﬂ u(0, ) — u(t, z)|* dz
0

Or, comme |u(0, ) — u(t, x)| est bornée, on a la convergence de 'intégrale vers 0 par convergence dominée. On
en déduit alors que ¢, (t) converge vers ¢, (ug). On a donc ¢2 = ¢, (ug) par unicité de la limite. On peut écrire :

0 —
u(t,x) = Z cn(uo)e_"%emm
nez

Une potentielle solution serait donc unique et donnée par la forme ci-dessus.

Etape 2 : Synthése
Définissons u par ’expression trouvée précédemment, et vérifions que u est bien solution de (x).

Pour n € Z, on a |cn(ug)e™" 'e™| < |en(uo)|, qui est le terme général d'une série convergente, puisque
ug € L?(T) C LY(T). On a donc la convergence normale de u, et u est bien définie et est continue. De plus, u
et clairement 27-périodique en x.
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Pour n e Z, k,l e Net 0 <a <ton aalors:

ak+l 2,
’W(C"(uo)en )

cn(uo)(_nQ)k(in)lefnzteinm |2k+lefn2a

< uolly

Ainsi, par convergence normale, u est de classe C*°, et pour k,l € N, on a :

ak+l 6k+l

_n2 ; . _n2 ;
7(‘%’@8;1;1’“@’ gj) = 4atkaxl (Cn(UQ)e n teznm) — Z Cn(uO)(—l)kll’HQkJrle n°t inz
neL

neEZ

Pour finir, on a u(0,.) = ug en prenant ¢t = 0, et que u vérifie (%) en prenant (k,l) = (0,2) puis (k,1) = (1,0).
O

Références
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Etude des polyndémes cyclotomiques

Lecons concernées : 102 123 125 141 144

Proposition 1. Pour n € N*, ®,, est dans Z[X].

Démonstration.

On raisonne par récurrence sur n.
Le résultat étant clair pour ®1(X) = X — 1, on suppose le résultat vrai pour un diviseur d de n > 2. On pose :

F(X) = [] #4(X)
d|n
d#n
F est un polynéme unitaire de Z[X]. On effectue alors la division euclidienne de X™ — 1 par F(X) dans Z[X] :
X"—-1=FX)P(X)+ R(X) avec P, R € Z[X] et deg R < deg F
Or, on sait que X" — 1 = F(X)®,(X) est dans C[X], donc F(X)(®,(X) — P(X)) = R(X). Par comparaison

des degrés, on a donc ®,(X) = P(X) € Z[X].
O

Proposition 2. Pour n € N*, ®, est irréductible dans Z[X].

Démonstration.

Soit ¢ € pr. Soit p un nombre premier ne divisant pas n. Alors (P € p¥. Posons f et g les polynémes minimaux
de ¢ et (P sur Q.
Etape 1 : Montrons que f et g sont dans Z[X].

L’anneau Z[X] est factoriel, on peut donc écrire une décomposition de ®,, en produit de facteurs irréductibles :
s
o,(X) =[] P
i=1

Comme ®,, est unitaire, on peut supposer que les P; le sont également. Or, { est racine de ®,,, donc de I'un des
P;, qui est alors égal & f par irréductibilité. Ainsi, f = P, € Z[X] et f | ,,, et de méme g € Z[X] et g | P,,.

Etape 2 : Montrons que f = g.

On suppose par I’absurde que f # g.

Comme f et g sont irréductibles et distincts, on a fg | ®,, dans Z[X]. De plus, comme g(¢?) = 0, ¢ est racine
du polynéme g(X?), donc f(X) | g(X?) dans Q[X], et donc dans Z[X] car f(X) et g(XP) sont unitaires. Soit
h € Z[X] tel que g(X?) = f(X)h(X). On pose :

g(X):Zaka avec Vke[0,7], ax € Z
k=0

274



Développements - Algebre Etude des polynomes cyclotomiques

Projetons 'égalité g(X?) = f(X)h(X) dans F,. Grace au morphisme de Frobenius, on obtient :
r r p
gXT) =Y @mX" = (Z Uch’“) = g(X)" = F(X)R(X)
k=0 k=0

Soit ¢ un facteur irréductible de f dans F,[X]. Par le lemme d’Euclide, ¢ divise g. Comme fg divise ®,, dans
Z[X], fg divise X™ — 1 dans Z[X], donc ¢? divise X" — 1 dans F,[X]. Or, ¢? admet une racine double dans
F,, donc X™ — 1 aussi. Cette derniere proposition est fausse, donc f = g.

Etape 3 : Montrons que ®,, est irréductible sur Z[X].

Soit ¢" € px. On a ¢/ = (™ avec m € Z, que l'on décompose comme m = [[;_, pi"*. Par itération des étapes
précédentes, on sait que ¢ et ¢’ ont méme polyndéme minimal sur Q. On a donc f({’) = 0, ainsi f admet toutes
les racines primitives n-iémes de I'unité comme racine. Alors deg f > ¢(n) = deg ®@,,, mais comme f | ®,,, on a
f = ®,. Il en résulte que ®,, est irréductible sur Q, donc sur Z puisque ®,, est unitaire.

O

Références
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Exemple d’anneau principal et non-euclidien

Lecons concernées : 122

1+4+1:v19
5

On remarque que a+a =1, aa=5et que o> —a+5=0. Onadonc : Za] = {z =a+ba € C|a,b € Z}.
Zla] o N

z=a+ba > 2Z=a%+ab+5b"

On notera pour tout ce développement o =

On définit alors la norme

Lemme 1. Soit A un anneau euclidien. Il existe x € A\ A* tel que la restriction ¢ A* U {0} de la projection
canonique de A sur A/(x) soit surjective.

Démonstration du lemme 1.

Si A est un corps, £ = 0 convient.

Sinon, parmi les éléments de A non nuls et non inversibles, on choisit z tel que v(x) soit minimal.

Alors, sia € A, on a a=xq+ 7 avecr =0 ouv(r)=v(z), donc a =r mod z.

Mais, si r # 0, comme v(r) < v(x), r est inversible, et a est bien égal, modulo (z), & 0 ou & un élément de A*.
O

‘Théoréme 2. Z|a] nest pas euclidien.

Démonstration du théoréme 2.

(i) Montrons que (Z[a])* = {1,—1}.
Soit z = a+ ba € (Z[a])*. Ona N(2)N(271) = N(zz71) = N(1) = 1.
Comme N(z),N(z71) € N, on a N(z) = a? + ab+ 5b* = 1.
Or, b +a? + ab > b*> + a® — |ab| > (|b] — |a])? = 0, donc 1 = a? + ab + 5b* > 4b>.
On en déduit que b = 0, puis que a = £1. Donc (Z[a])* = {1,—1}.

(if) Supposons que Z[o] est euclidien.
Alors par la propositon, il existe x € Z[a] \ {1, -1} tel que la restriction a {1, —1,0} de la projection
canonique de Z[a] sur Z[a]/(x) soit surjective.
Z|a]/(x) est donc un corps de cardinal inférieur ou égal & 3. Donc Z[«a]/(z) = K, avec K & Fy ou F3.
On en déduit Vexistence d’un morphisme d’anneaux surjectif ¢ : Z[o] — K.
Alors 8 = ¢(a) vérifie 82 — B+ 5 = 0. Mais cette équation ne posséde de solution ni dans Fy ni dans Fs.
On aboutit donc & une contradiction, et Z[a] n’est donc pas euclidien.

O

Lemme 3 (Pseudo division euclidienne). Soient a,b € Z[a]\ {0}. Alors il existe q,r € Z[a] tels que :
—a=bg+1r ou2a=bg+r
— r =0 ou N(r) < N(b)

Démonstration du lemme 3.

Soit x = ¢ = ‘;—% € C, que l'on écrit z = u + va, avec u,v € Q. Soit n = |v]. On a v € [n,n + 1[.
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— Supposons que v & |n+ 1, n+ 2[.

Soient alors s et ¢ les entiers les plus proches de u et v respectivement. On a |s —u| < § et [t — v < &
On pose alors ¢ = s + ta, de sorte que g est dans A et on a :
1 1 5 35
N(z —q) = (s —u)? —u)(t — 5t—v)’< s+t -=—<1
(£ =)= (s =W+ (s~ w)(t — ) +5(t —0)? <+ g+ 0 = o0
Si on pose 7 = a — bqg = b(x — q), on a bien N(r) < N(b).
— Supposons que v € ]nJr %,TL+ %[
On considere alors 2z = 2u + 2va et m = [2v], et on a :
we |2n+1 12+1+1 is 2v & +1 +2
v n - =,2n —| puis2v ¢ |m+-,m+ =
3 3| P 3" 73
On est ramené au cas précédent, et on a 2a = bg + r avec N(r) < N(b).
O

‘Théoréme 4. Z[a] est principal.

Démonstration du théoréme 4.

(i) L’idéal (2) est maximal dans Z[a]. Comme on a Z[a]/(2) = (Z[X]/(X? — X +5))/(2), on en déduit que :
Z[a]/(2) 2 Z[X]/(2, X% — X +5) = (Z[X]/(2))/(X? + X +1) = (Z/2Z)[X]/(X® + X + 1)

Or le polynéme X2 + X + 1 est irréductible sur Z/2Z, donc Z[a]/(2) est un corps, donc (2) est maximal.

(i) Soit I un idéal non trivial de Z[a], et soit a € I\ {0} tel que N(a) soit minimal.
Si I = (a), on a terminé. Sinon, soit € I\ (@), et appliquons le lemme :

— Six=ag+r, avec N(r) < N(a) our =0.
Comme r € I, on a r = 0 par minimalité de N(a), donc z € (a), c’est une contradiction.

— Si 2z =aq+r, avec N(r) < N(a) ou r =0, on a de la méme maniére r = 0 puis 2z = aq.
Comme (2) est maximal, donc premier, on a soit a € (2) soit g € (2).
Siq e (2), q=2¢ et x € (a), contradiction.
On a donc ¢ € (2) et a € (2). On note a = 2d’, ot z = d’q € (/).
Comme (2) est maximal et ne contient pas ¢, on a (2,q) = Z[a].
On a donc lexistence de A, u € Z[a] tels que 2\ + qu = 1.
On en déduit o’ = 2Xa’ + qua’ = Aa + px, donc @’ € I, ce qui contredit la minimalité de N (a).

Ainsi forcément I = (a), donc Z[a] est principal.

Références
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Extrema liés

Lecons concernées : 159 214 215 219

Lemme 1. Soit {1,...,0 des formes linéaires sur R™ qui sont linéairement indépendantes. Alors :

k
dimﬂKer&;:n—k

i=1

Démonstration.

On compléte la famille (¢4, ..., ¢) en une base (¢1,...,£,) de (R™)*. On considére la base antéduale (eq, ..., e,)
de R™ associée. Alors x € ﬂf:l Ker ¢; si, et seulement si, x € Vect(egy1,...,ey,). Ainsi :

k
dim ﬂ Ker¢; = dim Vect(egt1,...,en) =n —k

i=1
O
Proposition 2. Soit M une sous-variété de dimension d de R™. Soient a € M et U un voisinage de a dans
R™. Soient gi,...,gn—aq:U — R des fonctions de classe C* telles que :
(i) Les formes linéaires dyg1,...,dyGn—a sont linéairement indépendantes pour tout x € U.
(i) UNM ={z e U|Vie[l,n—d], gi(x) =0}
Alors :
n—d
T,M = ﬂ Kerd,g;
i=1
Démonstration.

Soit v € T, M, et soit v :] —¢g,e[— M, ot e > 0 est tel que y(] —¢,¢[) C U, avec v(0) = a et 7' (0) = v. Pour tout
i € [1,n—d], et pour tout t € | —¢,¢[, on a g;0y(t) = 0, donc d(;)g; 07/ (t) = 0. En particulier, pour ¢ = 0 on a
dagi(v) = 0. Donc, pour tout i € [1,n—d],onav € Kerd,g;. Ainsi, v € ﬂ?;ld Kerd,g;, et T,M C ﬂ?;ld Kerd,g;.

Or, par le lemme, dim ﬂ?z_ld Kerd,g9; = d = dim T, M. Finalement, on a T,M = ﬂ?:_ld Kerd,g;. O]
Théoréme 3 (Extrema liés). Soit U un ouvert de R™. Soient g1, ..., gy des fonctions de classe C* de U dans
R telles que les formes linéaires dygs, .. .,d.gr sont linéairement indépendantes pour tout x € U. Posons :

M={zeU|Vie[l,k], gi(x) =0}

Alors, si f a un extremum lié en a € M, il existe A1,..., A\ € R tels que :

k
dof = A dagi

i=1

Ces réels A1, ..., \x sont appelés multiplicateurs de Lagrange.
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Démonstration.
On a tout d’abord que M est une sous-variété de R” de dimension n — k et de classe C', car on reconnait la
définition par submersion des sous-variétés dans les hypotheses.

Soient @ € M et v € T,M. Soit v :] —e,e[— M, ot € > 0, telle que ¥(0) = a et 7/(0) = v. Si f admet un
extremum lié en a sur M, alors f oy admet un extremum en 0. Ainsi, (f 0v)"(0) = dy ) f 07'(0) = daf(v) =0,
donc v € Kerd, f et T,M C Kerd,f.

La famille (d,g1,...,dzgx) étant libre par hypothése, on la compléte en une base (dzg1,. .., deGr, Ckt1s-- -y ln)
de (R™)*. On considére la base antéduale (eq,...,e,) de R™ associée. Alors, pour tout j € [k + 1,n] et

tout i € [1,k], on a dug;(ej) = 0. Donc Vect(egy1,...,en) C ﬂle Ker d,g;. Or, par la proposition 2, on a
dim Vect(egt1,...,6n) =n —k = dim ﬂle Kerd,g;. Donc :

k
T, M = ﬂ Kerd,g; = Vect(egt1,...,en)
i=1
Comme (dg1,---,degk, lk+1, - - -, £n) est une base de (R™)*, il existe A1,..., A, € R tels que :
k n
dof = Nidagi+ Y, Aili
i=1 i=k+1

Or, si a € M est un extremum lié de f sur M, alors T,M C Kerd,f. Donc, pour tout ¢ € [k + 1,n], on a
dof(e;) = Xi =0, et il reste :

k
dof = Nidag;

i=1
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Familles libres d’applications

Lecons concernées : 151 228

Proposition 1. Soient fi,..., fn des applications de K dans K. Alors la famille (fi,..., fn) est libre dans

F(K,K) si, et seulement si, il existe x1,...,z, dans K tels que la matrice (fi(x;)):; est inversible.
Démonstration.
— On suppose que la famille (f1, ..., f) est liée, les lignes de la matrice (f;(z;))1<i, j<n sont alors liées, quel

que soit le choix des scalaires z1,...z,.
La contraposée fournit donc une des deux implications.

— Supposons que B = (f1,..., fn) est libre. Soit F' le sous-espace de dimension n qu’elle engendre.
Pour tout a € K, I'application e, d’évaluation en a est une forme linéaire sur F.
L’ensemble A des formes linéaires e,, pour a € K, constitue une partie génératrice de F*. En effet, si
f € A° on a f(a) = e,(f) = 0 pour tout a € K, donc f = 0. Ainsi, on a A° = {0} et Vect A =
((Vect A)°)*+ = 0+ = F, puisqu’on est en dimension finie.
On peut donc choisir des scalaires z1, ..., z, tels que les formes linéaires e, , ..., e, constituent une base
de F*. Montrons que le n-uplet (z1,...,z,) répond a la question.

Considérons la matrice M = (fi(z;))1<i,j<n-

Montrons que les lignes L1, ..., L, de M forment une famille libre.
Soit (A1,...,A,) € Kn tel que > A\;L; = 0.
i=1
On a alors, pour tout j € [1,n], > Aifi(z;) = 0, c’est-a-dire e, (Z )\Z-fi) =0
i=1 i=1
La famille (eg,, ..., ey, ) étant une base de F*, on a donc > A;f; € (F*)° = {0}.
i=1
La famille (f1,..., fn) étant une base de F', on en déduit que Ay = ... = A, = 0.

La matrice M est donc inversible.
O

Théoréme 2. Les translatées f, : h — f(a + h) d’applications f : R — R dérivables engendrent un sous-
espace vectoriel de dimension finie de € (R,R) si, et seulement si, f est solution d’une équation différentielle
linéaire homogéne a coefficients constants.

Démonstration.

Soit f : R — R dérivable dont les translatées engendrent un R-espace vectoriel F' de dimension n.

On consideére des réels aq, ..., a, tels que la famille (f,,, ..., fa, ) soit une base de F.

D’apres la Proposition 1, il existe z1,...,2, € R tels que la matrice M = (fi(z;))1<i,j<n soit inversible.
La fonction f étant dérivable, les fonctions f,, le sont également, ainsi que tout élément de F'.

Soit g un élément quelconque de F'. Montrons que g’ est encore dans F.
Il est clair que, pour tout a € R, la fonction g, est dans F'
En effet, on a g, € Vect(fa,+ay-- s fa,+a) C F.
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n
11 existe donc des réels A\i(a), ..., \,(a) tels que g, = > Ai(a) fa,-
i=1

1=
Montrons que les fonctions A; sont dérivables. On a pour 1 < j < n:

gla+a;) = galz;) =D Nila)fa, ())

i=1
gla+w1) Ai(a) Ai(a) gla+ 1)
Matriciellement, cela s’écrit ='M . On en déduit que = (‘M)
gla+zn) An(a) An(a) gla+zn)
Les coefficients de la matrice (tM )~! étant indépendants de a, on en déduit que les fonctions Aq, ..., \, sont
des combinaisons linéaires des fonctions g, ..., gz, . Elles sont dérivables comme ces derniéres.

On a, pour tout réel z, g(z + a) = Z Ai(a) fa, ().
i=1

n
En dérivant par rapport & a, on obtient ¢'(z + a) = > N(a) fa, (z).
i=1

n
On obtient en particulier, en prenant a =0, on a ¢’ = >, \;(0)f,, € F.

i=1
On en déduit immédiatement que tout élément g de F est €, et que, pour tout k € N, on a ¢(¥) € F.
C’est vrai en particulier pour la fonction f. L’espace vectoriel F' étant de dimension finie n, il existe un entier
p € [1,n] tel que f® € Vect(f,f’,...,f®=Y). La fonction f est donc solution d'une équation différentielle
linéaire homogene a coefficients constants d’ordre p.

Réciproquement, si f est solution d’une équation différencielle linéaire homogene a coefficients constants d’ordre
p, il est clair que, pour tout a € R, la fonction f, esst solution de la méme équation différentielle. L’ensemble des
solutions de cette équation différentielle étant un espace vectoriel de dimension p, les fonctions f, engendrent
un espace vectoriel de dimension finie inférieure ou égale a p.

O
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Fonction Gamma

Lecons concernées : 207 235 239 241 245 265

Proposition 1. Soit P = {z € C|Re(z) > 0}. On définit sur P la fonction holomorphe :

“+o0
I'(z) = / e t*tdt
0

Démonstration.

On pose f(z,t) = e~t*~1. On va appliquer le théoréme d’holomorphie des intégrales & parametres. La fonction
2z f(z,t) est holomorphe, et la fonction ¢ — f(z,t) est mesurable. Soit K C P un compact. Il existe d; et g
tels que, pour tout z € K, 0 < §; < Rez < d2 < +00. Alors :

e -1 i 0<t<1
typz—1 B
et |<{ el s > 1

Or (t+ =1 € LY([0,1]) et (t > e~ #%271) € L}([1,+o0[), on en conclut que I' est holomorphe sur P. O

‘Proposition 2. T se prolonge en une fonction méromorphe sur C, dont I’ensemble des poles est ZSP.

Démonstration.

On écrit :

1 “+o00
F(z):/ e*ttzfldw/ et at
0 1

f(2) 9(z)

On va montrer d’'une part que f est méromorphe sur C dont les poles sont les entiers négatifs, et d’autre part
que g est holomorphe sur C. Ainsi, on aura que I" est méromorphe sur C dont les poles sont les entiers négatifs.

Etape 1 : Montrons que f est méromorphe sur C dont les poles sont les entiers négatifs.

_1\n4m _1\n4ntz—1 , .
On se place d’abord sur P. Comme =% = 3% 172! L alors e itt2 1 =37 % On en déduit :

50 00

] nthrZ*l thrRe z—1

|€7tt+zil| < Z = n! - n! it e Ll([O, 1)
n=0 ' n=0 .

Donc, par le théoreme de Fubini, on obtient :
o~ (-1)" /1 b1 o~ (1"
= thVTET L = —_
2 ; n! Jo 7Z;Jn!(z—i—n)

On pose fr(z) = Y qui a pour pdle —n. Soit K un compact de C. Il existe N € N tel que K C D(0,N),

n' z+n) ’

et pour tout n > N, f, n’a pas de pole dans K. Comme |z +n| = n—|z| >n— N, on a |f,(z)| < m De

plus, > m converge, donc »_ - v fn converge normalement. On en déduit que f est méromorphe sur C,
et que ses poles sont simples et sont les entiers négatifs.
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Etape 2 : Montrons que g est holomorphe sur C.

On va appliquer le théoréme d’holomorphie des intégrales a parametres pour montrer que g est holomorphe. La
fonction z —+ e~ t* 7! est holomorphe, et la fonction ¢ — e~ 't*~1 est mesurable. Soit K un compact de C. Alors
il existe ¢ tel que pour tout z € K, Rez < 4. Alors :

le 7 < e 7 e LY([1, +o0)

On en déduit que g est holomorphe sur C. O
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Forme faible de la progression arithmétique de Dirichlet

Lecons concernées : 102 120 121

‘Lemme 1. Soit a € Z et p premier tel que p|®,(a) et pt Py(a) pour dn et d < n. Alors p = 1[n]. ‘

Démonstration.

Soit p premier vérifiant ’hypothése. Comme p divise ®,,(a), il divise aussi a™ — 1. Ainsi, 'ordre de @ dans le
groupe (Z/pZ)* divise n. Montrons que cet ordre est exactement n. Si d divise n, d < n, on a dans Z/pZ :

al—1= Hfl)d/(a)
a'|d

Or, si d’ divise d, d’ divise aussi n, et par hypothése p ne divise pas @4 (a). Comme Z/pZ est un corps, le
produit de ces éléments non nuls est également non nul, si bien que @ # 1. L’ordre de @ est donc n. Comme
cet ordre divise p — 1 d’apres le théoréme de Lagrange, p = 1[n]. O

Théoréme 2 (Dirichlet faible). Pour n > 1, il existe une infinité de nombres premiers congrus d 1 modulo n.

Démonstration.

Supposons qu’il n’existe quun nombre fini de premiers pq,...,p, de la forme An + 1. On pose N = np; ... p,.

Etape 1 : Montrons le résultat en supposant qu’il existe a et p vérifiant les hypothéses du lemme.

On suppose qu'’il existe a € Z et p un nombre premier tel que p|®y(a) mais p { P4(a) pour d|N et d < N. Par
le lemme, p = 1[N]. Alors p = 1[n], et p = 1[p;]. p est donc de la forme An + 1 et distinct des p;. On en conclut
qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme An + 1.

Etape 2 : Montrons ’existence de tels a et p.
En notant B =[]y 4<n ®a, on cherche donc a € Z et p premier tels que p divise ®y(a) et ne divise pas B(a).

Les polynémes B et ®y sont premiers entre eux dans C[X], car ils n'ont pas de racine commune. Ils sont
également premiers entre eux dans Q[X], puisque leurs coefficients sont rationnels et que I'algorithme d’Euclide
s’écrit de la méme manieére dans C[X] et dans Q[X]. Par le théoréme de Bézout, il existe donc U,V € Q[X] tels
que Uy + VB =1.

Soit a € Z tel que U’ = aU et V' = aV appartiennent & Z[X]. On choisit a tel que |Px(a)| = 2, ce qui est
possible puisque @y n’est pas constant. Alors a = U'®y + V' B, et en particulier a = U'(a)®n(a) + V' (a)B(a).

Soit p un nombre premier divisant ®(a). Alors p divise a™ — 1, car ® divise XV — 1 dans Z[X]. Dans Z/pZ,

@ =1, donc @ est inversible, et a est premier avec p. Si p divisait B(a), il diviserait a, ce qui est exclu. On a
donc trouvé a € Z et p premier comme on les cherchait. O]
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Formule sommatoire de Poisson

Lecons concernées : 246 250

Théoréme 1. Soit F € L*(R) NC°(R). On note, pour tout n € N, F(n = [g F(t)e~ ™ dt. On suppose :
IM >0,3a>1,Ve e R, |F(z)| < M1+ |z|)~ Z|F )| < 400
nez

Alors on a la relation :

21 Y F(2mn) = > F(n)

newz ne”Z

Démonstration.

On considére la fonction :

:ZF(m+2n7r)

nez
Etape 1 : Montrons que cette fonction est continue et 2r-périodique.

Cette série est normalement convergente sur tout compact de R. En effet, soient A > 0 et |z| < A. Alors :

—x

A
In|>— = |e+2n7|22njr—|z|22njr—A=|nlr = |F(x+2nm)| <M1+ |n|n)
™

Or M (1 + |n|m)”“ est le terme général d'une série convergente, donc |F(x +2n7)| aussi. Comme F est continue
par hypothese, f l’est aussi par convergence normale. De plus, le changement d’indice n + 1 = p donne :

f(x—|—2ﬂ')=ZF(l‘+2nﬂ'+2ﬂ' ZFm+2(n+ ZFx+2p7r) f(z)
nez nez pEZ

Ainsi f est 2w-périodique.

Etape 2 : Calculons sa série de Fourier.

Pour tout m € Z

1 2 ) 1 27 ) 1 27 ]
em(f) = 2, F)e "™ dt = by /0 Z F(t+2nm)e "™ dt = Py Z /0 F(t + 2nm)e "™ dt
nez nez

L’interversion de la somme et de 'intégrale est justifiée par la convergence normale de F(t + 2n7) sur

[0,27] et que [e~™f| = 1. On a ensuite :

27 0o
; 1 ; F(m)
t 9 —zm(t+2nﬂ') dt = / e~ imu gy 7/ F —imu g
Z 2m / +2nm)e 2 Z 2 J_ o (w)e 2m

nez nezZ

S len(F)l = 5= 3 1F(m)| < +oo

mEeEZ meZ

nez

On a alors, par hypothese :

Ainsi, la série de Fourier de f converge normalement sur R. On a alors :
27 Z F(z+2nm) =2nf(x Z 2men (f)e ™ = Z F(n)e?mne
nez neZ neZ

En évaluant en x = 0, on obtient alors le résultat.
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Application 2. Pour tout s >0, on a :

§ : —n? 1 j : _mn?
e ™~ S — \/7 e s
s
nez ne”Z
Démonstration.
Soit @ > 0. On considére les fonctions suivantes :

Yo: | R — R ; o: | R™ — R+*
—a/$2 € —7Tn25
x — e 5 > Y.cz€

Cela revient alors & montrer que (s) = %9 (%) On sait que 7, = \/§7 L. En appliquant la formule sommatoire
de Poisson a ~,, on obtient :

or Z 674a7r2n2 —or Z %(27”1) _ Z '/Y;(”) _ \/Z 6*%

nez neZ ne”Z neZ
Pour tout s > 0, on pose a = ;=. On a alors :
2 2 2 1 s n2 1 472 mn? 1 1
9 = TS —dam®n = — — T4 = — _ R E— 79 —
(=3 = e - e - e ()
nez nez nez nez
O
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Générateurs de GL(E) et de SL(FE)

Lecons concernées : 106 108 150 162
On considere un K-espace vectoriel £ de dimension finie n € N*.

Lemme 1. On suppose E de dimension n > 2. Soient x,y € E \ {0}. Il existe une transvection u ou un
produit de deuz transvections uv, tel que u(x) =y ou wv(x) = y.

Démonstration.

Supposons z et y non colinéaires. On cherche u sous la forme u(xz) = = + f(x)a. On prend a = y — z et H
un hyperplan contenant a mais pas z. Soit f € L(F) tel que H = Ker(f) et f(xz) = 1. On peut alors prendre
u = Idg + fa. Si z et y sont colinéaires, on prend z non colinéaire, et on trouve, par ce qui précede, des
transvections u, v telles que u(z) = z et v(z) = y. O

Lemme 2. Soit z € E \ {0}. Soient H et H' deuz hyperplans qui ne contiennent pas z. Alors il existe une
transvection u telle que u(z) = z et u(H) = H'.

Démonstration.

Dans le cas ou H = H’, on prend u = Idg.

Si H # H', alors HN H' est de dimension n — 2. Soit h = Vect(H N H’, z). Comme z € h\ H, on a h ¢ H, donc
H ¢ h car h et H sont des hyperplans. Soit alors z € H \ h. De méme, soit y € H' \ h. Soit f € L(F) tel que
h = Ker(f). Comme f(x) # 0 et f(y) # 0, on peut choisir x et y tels que f(z) = f(y) = 1, et donc z — y € h.
On a alors H = Vect(HNH',x) et H = Vect(HNH',y). Comme H # H', x et y ne sont pas colinéaires. Ainsi,
la transvection I'dg + f - (y — x) fixe h donc z, et envoie = sur y donc H sur H'. O

‘Théoréme 3. Les transvections engendrent SL(E). ‘

Démonstration.

On va montrer le résultat par récurrence sur n. Pour n = 1, le résultat est clair car SL(E) = {Idg}.

Supposons n > 2. Soient u € SL(FE) et « € E '\ {0}. Il existe 7 un produit de transvections tel que 7o u(z) = .
Soit H un hyperplan supplémentaire de Vect(x). Si (tou)|y = Idy, on au = 71 est un produit de transvections.
Sinon, il existe une transvection ¢ telle que ¢(x) = x et t(7 o uw(H)) = H. Par hypothese de récurrence, il existe
des transvections 7; de H telles que t o7 ou|g = 71 o... 0 7;. En définissant les transvections 7; sur E par
Tilg =7 et Ti(x) =x,onatoTou=7 0...07 Ainsi, u est un produit de transvections. O

‘Théoréme 4. Les transvections et les dilatations engendrent GL(E).

Démonstration.

Soit u € GL(E) avec det(u) = A, et soit v une dilatation de rapport A~
Alors vu est dans SL(E), et u est produit de la dilatation v=! et de transvections. O
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Intégrale de Dirichlet

Lecons concernées : 228 235 236 239

oo smxdm _m

Application 1. [~ =& a

Démonstration.

On considere la fonction suivante :

fi|RY xRt — R

sinzo—tr g 2> (
xT
(t,2) ; { 1 i o2=0
+oo

On pose également F(t) = [, f(t,z)dz pour t € R**. Cette application est bien définie sur RT* puisque

|f(t, z)] = O (e7t%) est intégrable et x — f(t,x) est continue sur RT*.

Etape 1 : Vérifions que I'intégrale de Dirichlet F (0) est semi-convergente.

Aging 1—cosx A A9 —cosx
dr = |——| + 72dx
0 X X 0 0 X

Lorsque A tends vers +00, le crochet tend vers 0, et 'intégrale de droite converge puisque le terme sous 'intégrale
est un O (2% ). Donc F(0) est bien définie.

Pour tout A >0, on a :

Etape 2 : Montrons que F est continue et dérivable sur R**.

On va appliquer le théoréme de dérivabilité sous le signe intégral. En effet, on a :
— Pour tout t > 0, x — f(t,x) est intégrable.
— Pour tout z > 0, t — f(t x) est dérivable, de dérivée df(t x) = —sin(z)e .

U (t,x ‘ = |sin(z)|e”** < e~ ** est intégrable.

Ainsi F' est dérivable sur R+*, et pour tout t > 0, on a :

F'(t)—/+oo af(t ;U)dx—/+oosin(x)etxdac—1m /+Ooe(it)"”dx =1Im ! S
o ot o N 0 N i—t) 1412

Etape 3 : Donnons une expression de F sur R**,

Puisque F'(t) = 7#, on a F(t) = C — arctan(t) pour ¢ > 0, ot C € R est une constante & déterminer.
Comme |f(t,2)] < e pour t > a > 0, le théoreme de convergence dominée donne lim; ;. F(t) = 0. On a

alors C'= 7, donc F'(t) = § — arctan(t) pour ¢ > 0.

Etape 4 : Montrons que F est continue en 0.

Soient ¢ > 0 et A > 0. Alors :
/fta:daH—/ ftxda:—/f()xdx+/f0xdx— F(0)

+o0 +oo
sin x sin x sin x
< / — e My / (e —1) dx / dx
A €z 0 z A &
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Pour B> A,on a:

B : B _(i—t)x (i—t)x B B _(i—t)z
/ T etr iy = Tm / c do | =Tm | |———| + / S
Az Az (i—tx|, Ja (i—t)a?

, eli—t)B eli—t)A B eli—t)z p
S GToB G-pa ), -2 ™

En faisant tendre B vers +o0o, on obtient :
B (i—t)A oo (i—t)x
/ Slﬂe%mdz = |Im 76,7 +/ ?7 dz
A X t—t)A S, (E—1t)2?

e(i—t)A /+oo e(i—t)x gl — 1 N 1 /+oo 1 e < )
G-0A| "), G-02™ " licga " li—q), =242
+

Fixons € > 0, et choisissons A tel que % < 5 et ’fA

+

X

o0 %dw‘ < 5. Alors, pour tout ¢ > 0, on a :

2 4 i
€ / (=t — 1)smxdx
0

F(t) - FO)| < 5 +

T

Par convergence dominée, cette derniére intégrale tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 0. Donc |F(t) — F(0)| < & pour
t assez petit, et F' est continue en 0.

Etape 5 : Conclusion.

On a finalement :

+oo o;
/0 Slr;xd:v = F(0) = —arctan(0) + g = g
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Inversibles de Z/p“7Z

Lecons concernées : 104

Lemme 1. Soient k € N* et p premier, alors (1 + p)pk =1+ MpF*L, avec X € N* premier avec p.

Démonstration.

On va raisonner par récurrence sur n.
On suppose que k = 1. Alors :
P » ‘ p—1 D .
e =Y (M =1e X (V)
=0 M = M

Or, pour tout j € [1,p—1], j(?) = p(?j), donc p | j(?) Comme jAp =1, donc p | (’;) par le lemme de Gauss.
Ainsi, pour tout j € [1,p — 1], il existe a; € N* tel que (5’) = paj, donc :

p—1 p—1 p—1
(L+p)P =1+ (?)pj P =149 ) P =1 (D

j=1 j=1 j=1

On pose A = Z?;ll a;p’ Tt 4pP? = a1+Z§:21 a;jp’ 1 +pP~2. Comme (f) =p=npa,onaa; =1,douAAp=1.

On suppose le résultat vrai au rang k > 1. Alors :

P p
L+p"" = (@ +p? P = A+ 2 =3 (é’) Np D) =143 <§) Np/ D
j=1

Jj=0

k+2
)

Le terme en j =1 est Ap et pF13 divise tous les termes en j > 2. Alors :

(1 +p)pk+1 — 14 /\pk+2 + upk+3 =1 +pk+2()\ + up)

Or, (A+up) Ap=1car A\Ap=1, d’ou le résultat.

‘Lemme 2. Soient a,b € G d’ordre p et q. Si a et b commutent, et si p A\ q =1, alors ab est d’ordre pq.

Démonstration.

On a ord(ab) | pq. En effet, on a : (ab)P9 = aP9bP? = (a?)?(b?)P = e.
De plus, si (ab)™ = a™b™ = 1, alors, en élevant & la puissance ¢, on obtient a"%"? = a?2(b?)" = a"? = 1. Donc
p | ng, puis p | n par le lemme de Gauss. De méme, on a ¢ | n. Ainsi, pq | n.

En prenant n = ord(ab), on conclut que pg = ord(ab).
O
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Proposition 3. Soient p > 3 premier et « € N\ {0, 1}, alors :

(Z/p*Z)* = Z[p*(p—1)Z

Démonstration.

Par le Lemme 1, (1 + p) est d’ordre p®~! dans (Z/p®Z)*. En effet, (1+p) Ap® =1, donc 1 +p € (Z/p*Z)™.
De plus :

Q+p)P =140 =1p" et (1+p)P"  =1+XNp* ! avec Afp et Nip
Ainsi, (14 p)?" " # 1 dans Z/p*Z.
On considere le morphisme de groupes :

V| (Z/pn) — (Z/pL)”
i — K

1 est bien définie, puisque si e (Z/p*Z)*, alors k Ap* =1, et kAp=1,donc k" € (Z/pZ)*.

Soit k" € (Z/pZ)™, donc k Ap = 1. Soit d = k A p®, alors d | p®, donc d = p? avec j € [0,0].
Or, si j # 0, alors p | p/ | k, ce qui est contradictoire. Ainsi, k A p® = 1, donc K= (Ep )

Soit y un antécédent d'un générateur de (Z/pZ)™ qui est cyclique, et soit m = ord(y).

Onal=1¢(y™) =¢(y)™, donc (p—1) | m, et il existe k € N* tel que m = (p — 1)k.

En posant z = y* ona 2P~ = y*P~1) = ¢ et pour £ < p—1onaz’ = y** # ¢, car k¢ < m. Alors ord(z) = p—1.
Posons u = x(1 + p). Par le Lemme 2, comme(p — 1) Ap®~! =1, u est d’ordre p*~1(p — 1).

Or, ‘(Z/pZ)X =p*~Y(p—1), donc (Z/pZ)™ est cyclique d’ordre p®~*(p — 1), donc :

(Z/p*Z)* = Z/p* (p—1)Z

Références

[ ] D. Perrin. Cours d’Algébre. Ellipses

291



Développements - Mixte Lemme de Morse

Lemme de Morse

Lecons concernées : 158 170 171 214 215

Lemme 1. Soit Ag € GL,(R) NS, (R). Alors il existe un voisinage V de Ay dans S, (R) et p: V — GL,(R)
de classe C* telle que, pour tout A €V, on a ‘p(A)Agp(A).

Démonstration.

Etape 1 : Décomposons M, (R) en somme directe.

On consideére 'application :

Alors ¢ est différentiable, et on a :
de(M)-H ="HAoM + "MAoH et en particulier  dp(I,,) - H = "HAg + AgH = "AgH + AgH

On a donc Ker(dp(1,)) = Ay ' A, (R). De plus dp(I,,) est surjective, car dp(I,)(2A5"A) = A pour A € S,(R).
Posons F = A;'S,(R). Alors M,,(R) = F @ Ker(dp(I,,)), et I, € F.

Etape 2 : Appliquons le théoréme d’inversion locale.

Posons ¢ = ¢|p. On a Kerdyy, = Kerdyy, N F = {0}. Alors, ¥ est de classe C! et di);, est inversible, donc,
par le théoreme d’inversion locale, v est un C!-difféomorphisme local d’un voisinage U de I,, dans F vers un
voisinage V = ¢(U) de Ag = ¥(I,,) dans S, (R). Quitte a remplacer U par U' = UNGL,(R), qui est un ouvert
car U et GL,(R) le sont, on peut supposer que U est inclus dans GL,,(R). Pour A € V, il existe donc une unique
matrice M € U telle que A = "M AyM. On pose alors p =1~ qui convient. O

Théoréme 2 (Lemme de Morse). Soit f : U — R une fonction de classe C3 définie sur un ouvert U
de R™ contenant 0. On suppose que df(0) = 0 et que d*>f(0) est non dégénérée et de signature (p,m — p).
Alors il existe un Cl-difféomorphisme ¢ entre deuz voisinages de lorigine dans R™ tel que ©(0) = 0 et

flz) = f0) =32 pi(x)? - Z?:p_i_l vi(z)? au voisinage de 0.

Démonstration.

On commence par appliquer la formule de Taylor avec reste intégrale sur f :

-t

1 1
@)= 10) = rO)a) + [ S o) aat = [ (1= 0 feo) @ a)dt = ‘2Qa)a

Ainsi, @ est de classe C! par dérivation sous 'intégrale, et Q(0) = %dg f(0) est symétrique inversible et de
signature (p,n — p). Par le lemme, il existe V' un voisinage de Q(0) dans S,(R), et p : V — GL,(R) de
classe C' tel que ‘p(A)Q(0)p(A) pour tout A € V. On pose M(z) = p(Q(z)) et y = M(z)x, on a alors
@) = £(0) = 4Q(0)y.

Comme Q(0) = %d2 f(0) est de signature (p,n — p), par la classification des formes quadratiques, il existe

A € GL,(R) telle que :

t 1, 0
o= (§ L)
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En posant v = A"y, on a :
f@) = £(0) = yQ(0)y = "w'AQO)Au =" u? — D" u}

On pose alors ¢(z) = A~ M (x)z, on a bien p(0) = 0, et ¢ est de classe C! sur V. Puis, pour h € W, on a :
¢(h) = (0) = A" M(h)h = A= M(0)h + o(||1]))
D’ott dpg = A~*M(0) qui est inversible. Par le théoréme d’inversion locale, ¢ induit un C!-difféomorphisme
entre deux voisinages de 0, ce qui donne le résultat.
O
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Les biholomorphismes du disque unité

Lecons concernées : 245

Lemme 1 (Lemme de Schwarz). Soit f € H(D(0,1)) telle que f(0) = 0 et Vz € D(0,1), |f(2)| < 1, alors
vz € D(0,1), ()] < |2.

Sl existe zg € D(0,1) \ {0} pour lequel | f(z0)| = |20|, alors il existe une constante A\ de Module 1 telle que
Vz € D(0,1), f(2) = Az.

Démonstration.

Comme f est holomorphe, elle est analytique, et on peut écrire :

f(z) = Zanz" avec Vn € N,a, € C

n=0

Comme f(0) =0, on a ap = 0, donc :

f(z) = Zanz" =z Z anz" ' | =zp(2) avec ¥neN,a, €C

n>1 n>1

»(z)

Soit 7 < 1, alors, par le principe du maximum appliqué a ¢ :

f(z) ‘ f() _ 1
max 2z)| < max Z)| = ma =m < -
z€D(0,r) |S0( )| |z|=r ‘SO( )‘ |z|=r| Z |z]=r T T
En faisant tendre r vers 1, on obtient :
|/ (2)]
=le(z)[ <1
||
Donc | f(2)] < [2[.
On suppose qu'il existe zg € D(0,1) tel que |f(z0)| = |20, alors |¢(20)] = 1.
Par le principe du maximum, ¢ est constante de Module 1.
Donc il existe A de Module 1 tel que pour tout z € D(0, 1), O

Corollaire 2. Les automorphismes (bijections biholomorphes) de D(0,1) tels que f(0) = 0 sont de la forme :
2z €Y%, 0u 0 €R.

Démonstration.

Soit f un automorphisme de D(0, 1) tel que f(0) = 0.

On applique le lemme de Schwarz a f et f~! : pour tout z € D(0,1), | f(2)] < |z| et |[f71(2) < |2].

On en déduit que |f(2)| < |z] < |f(2)], et done |f(2)| = |z].

Par le lemme de Schwarz, il existe # € R tel que f(z) = e¥z. O
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Corollaire 3. Aut(D(0,1)) = {z > etf (%) ‘9 €R, |z < 1}

Démonstration.
Les transformations homographiques définies sur D(0,1) de la forme :

o 2—2
fo.z 2> € <0> avec 0 e€R,|z| <1

1—Zpz

sont holomorphes comme quotient de fonctions holomorphes, puisque |Zpz| < 1 si |z| < 1, donc 1 — Z5z # 0.
1

De plus, elles définissent une bijection de D(0,1) dans lui-méme. En effet, si |z] = 1, alors 27" = Z, et :
z— 20 12—z 1 |z — 2]
2)| = = |— = — =1
For = T—552| = 22— " FIE==]
Donc, par le principe du maximum, si |z| < 1, alors f(z) € D(0,1). De plus :
. . . L . Y + eiezo
fo(z)=y< ele(z —z9) =y(l —2%) & z(e“9 +y%Z0) =y + €2 & 2= m = fp,—eioz(Y)

Ainsi, fe_io = f_g _eioy,, donc fe_zl0 est bijective de réciproque holomorphe.

zZ—Zz0

1 définie sur 'ouvert
—Z0Z%

Réciproquement, soit 29 = f~(0) € D(0,1). On désigne par fo I’homographie z
C\ {%}, et on pose g = f o f(;l. Notons que ¢ est un automorphisme de D(0,1) comme composée. Deés lors,
g(0) = fo f51(0) = f(20) = 0. Par le corollaire 2, on a 6 € R tel que g(z) = ¢’z pour tout z € D(0,1), donc :

f(z):gofo(z):eie(Z—zo)

1—Zyz

Références

[ ] A. Lesfari. Variables complezes. Ellipses

295



Développements - Algebre Loi de réciprocité quadratique

Loi de réciprocité quadratique

Lecons concernées : 120 121 123 126

Théoréme 1 (Réciprocité quadratique). Soient p et ¢ deux premiers distincts impairs, alors :

©)- (e

Soit € une cloture algébrique de I, et soit w € € une racine primitive g-iéme de I'unité.

On peut donc définir :
€ T
=X (7)

z€lF,

Démonstration.

Calculons 32

2())- 2 )= T ()

z€F, z€F, (z,2)€(Fq)? u€lF, teF,
t2(1 —ut™1) 1—ut™t
2 u
peyos (M) e () -se s (7) (955
u€l, tE]F; u€l, teF* tE]F*

—n= !

Finalement : y? = (—1)% Zue]yq w* ZteF; (1_7;71)'

. . — -1
Ainsi, en posant ¢, = Y (1“Tt>, onay?= Y wic,.
teky u€l,

Calculons maintenant ¢, :

1
-5 () -Fa-a

teF;
De plus, pour u # 0, posons s = 1 —ut™! € F, \ {1}, alors :
s s 1 s
- 2050050
seF \{1} q selF, q q seFy: q

En effet, il y a % ¢éléments de Iy qui sont des carrés, et autant qui ne le sont pas.
La somme est donc nulle par définition du symbole de Legendre.

On obtient donc :

DT =Y weu=g-1- Y wi=g- Y W *q*wqf1 q

u€lFy uE]F* u€lFy

g—1

Ainsi, 4?2 = (=1)"= q.
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Calculons maintenant y?~* :

p—1 _  —1.p__  —1 €z T — | € Tp FTIP | —1 Zp71 z
e DI Ll B D DI ) e D Dl G I
z€F, q z€Fy q z€F, q
2\ (p! P\ p p
= Q) () 26 (0)- ()
S\a q 9) = q q

Ainsi :
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Loi des évéenements rares de Poisson

Lecons concernées : 261 262 264 266

Lemme 1. Soient y1,...,Yn,21,---,2n € C de modules inférieurs ou égaux ¢ 1. On a alors :

n n
Hyk_HZk Z\Z/k—zﬂ
i=1 k=1

Démonstration.

On raisonne par récurrence sur n.
Pour n =1, le résultat est trivial. On suppose alors le résultat vrai au rang n > 2, montrons le au rang n :

n n n—1 n—1 n—1 n—1
Hyk_sz = Hkayn+HZkXyn—HZkXyn—HZkXZn
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 =

n—1 n—1 n—1 n—1
= (Hyk— H%) X+ [ 21(yn — 20)| <
k=1 k=1 i=1

X |yn|+ ><|yn—2’n‘

Hyk_HZk HZk

<1 H,_/
<1

3

< Hyk_HZk

On a donc montré le résultat pour tout n € N*. O

+|yn_zn| ‘yk—2k|
k=1

Théoreme 2. Soit (X, j)nen+ je[1,m,] une suite de variables aléatoires indépendantes a valeurs dans {0, 1},

avec (My)nen+ une suite croissante de N* qui tend vers +00. On pose P (X, j =1) =py ; et S, Z " X,
On suppose de plus que :

lim max =0 et lim =A>0
n=+o0 1< <M Pn,j = n—-+oo and

Alors la suite (Sp)nen+ converge en loi vers la loi de Poisson P (X).

Démonstration.

. M, . e
On pose dans la suite m,, = maxi<j<n, Pn,j €t Sn =2 =1 Pn- Calculons la fonction caractéristique de S,,

M, M, , M, ML |
b= H P, (1) = H B [etin 7 H 1 — Pn,j) €' pn,J) = H (1 + (e — 1))
j=1 j=1 j=1 i1

Pour tout n € N* et tout j € [1, M,], on considere des variables aléatoires indépendantes P, ; suivant les lois
de Poisson P (p, ;). Posons S, = Zj]\/i"l P, ;. On a alors :

My,

CPS/ H PP, 7 H epn,j(eitfl) _ 68"(6“*1)

Jj=1
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On obtient alors, grace au Lemme 1 :

M”L M’VL it M7L .
5. (8) — @5, ()] = T (14 pse = 1)) = [T e D) < 31 prgleft = 1) = eposte” 0
Jj=1 j=1 j=1

Soit alors g : C — C la fonction définie pour z € C par g(z) =]e* —1—z|. On a :

—_— Z _—— —_— _ = — €
k! (& +2)! < k1 (k + 1)( k+2) ST L T 2
j=2 Jj= O 7=0
En utilisant les inégalités |p, ; (e — 1)] < 2p,, ; < 2, on obtient :
M, M, (2p M,
“PSH (t) — vs, (t)| < Zg(pn,J - Z m] = 2¢? Zpi,j < 2¢%spmy,
j=1 j=1 j=1

Or, lorsque n tend vers +o00, s, tend vers A et m,, tend vers 0, donc |<p5n (t) — vs1, (t)} tend vers 0. Alors :

)\(eitfl)’ <| (€=1) _ e =1)

< |5, () = s, ()] + [ (6) — D) =

(s, (t) — e [, (8) = s, (B)] + |

Quand n tend vers 400, s, tend vers A, donc ‘cpsn (t) — e’\(e“_l)‘ tend vers 0. La fonction caractéristique de

S, converge alors simplement vers la fonction caractéristique d’une loi de Poisson de parametre \, donc, par le
théoréme de Lévy, S, converge en loi vers la loi de Poisson P (A). O
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Méthode de Newton

Lecons concernées : 219 223 226 228

Théoréme 1. Soient a,b € R tels que a < b, et soit f : [a,b] — R une fonction de classe C? telle que
fla) <0< f(b) et f/ >0 sur [a,b]. On considére la suite (Tn)nen définie par :

f'(xn)

zo € [a,b] et VYneN, z,11 =¢(z,) =, —

La fonction f admet un unique zéro a €la,b|, et on a :

(i) Il existe € > 0 tel que, pour g € I =]a — e, + €[, la suite (xn)nen converge quadratiquement vers c,
et il existe C > 0 tel que :

VneN, |z,11 —a| < Clz, —af?
(ii) Si de plus f” > 0 sur [, b], alors, pour xo € |a, b], la suite (zn)nen est strictement décroissante, et :

f"(a)
2f"(e)

VneN, 0< 2, —a<Ca, —a)? et x,1 —a~

(mn - O‘)2

Puisque f(a) et f(b) sont de signes opposés, le théoréme des valeurs intermédiaires nous donne ’existence d’un
zéro o de f dans ]a,b[. Ce zéro est unique car f est strictement croissante sur ]a, b|.

La méthode de Newton consiste & approcher « en partant de xy une approximation plus grossiére (obtenue depuis
une méthode 'moins efficace’, comme la dichotomie). C’est intéressant car nous allons voir que la convergence
de la méthode de Newton est quadratique.

L’idée est de remplacer la courbe de f par sa tangente au point x,, d’équation : y = f/(z,)(z — z,) + f(zn)-
Cette tangente coupe justement I’axe des abscisses au point d’abscisse x,,1.

Démonstration.

(i) La formule de Taylor-Lagrange nous donne, pour z € [a, b], I'existence d'un z, € |a, x| tel que :

(o — )

fla) = f(2) + (@ =) f'(@) + =5 f"(z)
En divisant par f’(z) > 0, et puisque f(a) =0, on obtient :
_ f(=) (@ —2)* ["(z) _ . f@ _ (a—2)? f"(z)
TP@ T T P P T T T Ty
On peut alors passer a la valeur absolue et majorer violemment :
(a—2)? f"(2) |a x|? 1

p(z) —al =

o=, |\f, ]\ T

2 (=)

, on obtient alors :
007 a’)

En posant C = 1 ||f”||oo’[a’b] ‘ %

|6(z) —a] < Cla — af?
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Considérons € > 0 suffisamment petit pour que Ce < 1 et que I =]a—¢,a+¢[C [a,b]. Alors, pour x € I,
on a |p(x) —al < Ce? < e, dott ¢(I) C I. En prenant x¢ € I, la suite (2, )nen est alors une suite de I,
qui vérifie, pour tout n € N :

[@0s1 —al = [¢(an) — al < Clen —af et Clan —al < (Clag — al)?” < (C2)*"

L’inégalité voulue est donc bien vérifiée, et on a une convergence quadratique car Ce < 1.

Pour = € [a,b], on a f'(z) > 0et f(x) > 0, donc :

R C))
o(x) =z — (@) <z
De plus, par le premier point, on a :
B 1f//(21)
d(r) —a= 3 (o) (x—a)?>>0

Ces deux inégalités donnent que l'intervalle I = [« b] est stable par ¢. Pour xg € I, la suite (2, )nen est
donc une suite de I strictement décroissante, elle converge donc vers une limite ¢, qui doit étre un point
fixe de ¢, donc ¢ = «, ceci donne le premier point. Pour le second, remarquons que, pour n € N, on a :

Tpyl — QO " (22,)
(mn - a)2 B 2f/($n)

Par construction, on a z,,, € |, x,[, donc la fraction converge vers Ctl,/((z)) par continuité. Donc :
f"(a) 2
Tp1 — O~ Tp —
" 27 () )
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Méthode QR

Lecons concernées : 157 162 233

Théoréme 1 (Méthode QR). Soit A € GL,(K) diagonalisable. On suppose que ses valeurs propres sont de
modules distincts et on les classe par modules décroissants : [A\1]| > |Aa| > ... > |A\n|. On construit la suite :

A=A
{Ak+1 = RpQr ot A = QrRy est la décomposition QR de Ay,

On suppose qu’il existe P € GL,(K) tel que A = PDiag(\1,..., )P~ et P71 admet une décomposition LU .
Alors la diagonale de Ay converge vers Diag(A1,...,\,), et les coefficients sous la diagonale tendent vers 0.

Démonstration.

Pour tout k € N, puisque @y, est unitaire, on a Ry = Q% A, donc A1 = Qf AQy. Par une récurrence immédiate,
on a alors que Ay = QFAQy, ol Qp = Hle Q;. De plus, on a également que A¥ = Q. Ry, ot Ry, = Hle Ri_;:

AF = (Q1R1) - (Q1Ry)
=Q1(R1Q1) -+ (R1Q1)R1 = Q1(Q2R2) - (Q2R2) Ry
=Q1Q2(R2Q2) - (R2Q2)RoR1 = ... = (Q1Q2 - - Qi) (Ry - - - RoRy)

Etape 1 : Calculons la décomposition QR de A* d’une autre maniére.
On note P = QR et P~ = LU les factorisations QR et LU respectives et A = Diag(A1,...,\,). Alors :
VkeN, A¥ = PA*P~! = QRAFLU = QR(A*LAF)AFU
Or, pour tout k € N et tous 4,5 € [1,n], on a AKLA=F = ()\fLm)\j_k)lgingn est triangulaire inférieure de
termes diagonaux valant 1. De plus :
A\
VkeN, V1<j<i<n, (AFLATF),; = () Li; ——0

)\j k—o0

Ainsi, limy,_,oo (A*LA~*) = I,,. En particulier, limy_,o. R(A*LA=*)R™! = I,,. Notons O3 T}, la décomposition
QR de R(A*LA=*)R~!'. Par continuité de la décomposition QR, et puisque OxTy = R(A*LA~F)R™! converge
vers I, on en déduit que Oy et T} convergent aussi vers I,,. On a ainsi obtenu :

AF = QR(AFLAF)AFU = (QOy) (T RA*U)

Or, la matrice QOy, est unitaire comme produit de matrices unitaires, et la matrice T, RA*U est triangulaire
supérieure comme produit de matrices triangulaires supérieures. Il existe alors une matrice D € M, (C)
diagonale telle que :

DT, RAPU € TH(C) et Vi€ [1,n], |(Dr)ig =1

Par unicité de la décomposition QR, on a alors :

Q1 = QOiD; et Ry = DpTiRRAFU
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Méthode QR

Etape 2 : Montrons la convergence de A*.

Gréace a ce que 'on vient de trouver, on peut écrire :

Apy1 = QAQk = (QOLDE)*A(QOw DY) = DO Q" AQO, Di;
Or, puisque A = PAP~! = QRA*R='Q~" on obtient :

Apy1 = DrO;Q*QRAR'Q'QO. D} = DLOFRAR™ O, D}
De plus, comme R est diagonale supérieure, et puisque Oy, converge vers I,,, on a :

)\1 (*) )\1
lim Ayq = lim D,LOj(RAR YOy D = lim DO} Oy D} =
k—o00 k—o0 k—o0 0 \ 0

Ainsi Ay converge bien vers une matrice triangulaire supérieure dont la diagonale est Diag()\q, ..
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Nombres de Bell

Lecons concernées : 190 230 241 243

Proposition 1 (Nombres de Bell). Pour n € N*, on pose B, le nombre de partitions de l’ensemble [1,n]
avec la convention By = 1, alors :

VkeN, B _liﬁ
3 k_ei n

Démonstration.

On consideére la série entiére > %z", dont nous notons f la somme.

Etape 1 : Montrons que, pour tout n € N, B, = > ,_ (})Bs.

Soit n € N. Pour k < n, on note Ej ensemble des partitions de [1,n + 1] telles que la partie contenant n + 1
soit de cardinal k + 1. Il existe (Z) parties de [1,n + 1] de cardinal k + 1 contenant n + 1, et il existe B, _g
partitions des n — k entiers restants. Il y a donc (Z) B, _i telles partitions au total. Comme les ensembles E}
forment une partition de ’ensemble des partitions de [1,n + 1], on a alors :

Bng1 = Z |Ex| = Z (Z)Bn—k = Z <Z>Bk
k=0 k=0 k=0

Etape 2 : Montrons que, pour tout n € N, B, < n!

On raisonne par récurrence sur n. Le cas n = 0 est immédiat, ensuite on a :

n

Ba=3 ()X ey g <y

k=0 k:O

Etape 3 : Etablissons une équation différentielle dont f est solution, et calculons f.
B’Vl

< 1, f a pour rayon de convergence R > 1. Calculons sa dérivée :

/ - Bn n—1 >, nln B n B, 2"
l‘):;mz :2) - ZZ() : ZZ kk !

n=0 k=0 n=0 k=0

Puisque

On reconnait alors un produit de Cauchy de deux séries entiéres :

) = (Z i,) (Z n,) = f(z)er

—N
<
—~
A
[l
—
~—~
ow
=
|
—
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Nombres de Bell

Etape 4 : Concluons en calculant directement le développement en série entiére d

Gréace au développement en série entiere de ’exponentielle, on a :

k: n=0 k=0

nz

o0
="
B [

n:On

>y

n=0 k=0

k > k > |z|\n .
RPN S IEOUS RIS

n=0k=0 n=0

D’ou, par le théoreme de Fubini :

1 on & 1 (1 nk
f(z)ZEZZ n'k' ZZ nlkl kzolg'<ezn'>2k

n=0 k=0 k 0n=0

On obtient alors, par unicité du développement en série entiere :

1o nk
VkeN, B, =— —
€N, By=_)

n=0
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Polyndémes irréductibles unitaires sur F,

Lecons concernées : 123 125 141 144 190

Théoréme 1. Soient p un nombre premier, c,n € N* et ¢ = p®. On note Py(d) Uensemble des polynémes
unitaires frréductibles de degré d sur Fy. Alors :

x"-x=I[ [] Px)

dln PEPy(d)

Démonstration.

Notons Q(X) le second membre de P’égalité précédente. Le polynéme X divise X9" — X.

Etape 1 : Montrons que Q(X) divise X¢" — X.
Soit d un diviseur de n, on pose n = dk. Soit P € P,(d). On pose K =F,[X]/(P). K est un corps de cardinal
g%, donc isomorphe & [F 4. Par une récurrence immédiate, on obtient, pour tout x € K :

2 =t = (@) ) =
Autrement dit, X9" — X = 0 dans K[X], donc P divise X?" — X dans F,[X]. Comme les éléments de P,(d)
sont irréductibles, le produit Q(X) divise lui aussi X" — X.
Etape 2 : Montrons que tout facteur irréductible de X¢" — X est une seule fois dans Q(X).

Réciproquement, soit P un facteur irréductible de degré d de X9¢" — X dans F,[X]. Comme Fyn est un corps
de décomposition de X9" — X, P est scindé sur Fyn. Si 2 est une racine de P, on a :

n=[Fgn :Fy] = [Fgn : Fo(2)] [Fy(z) : Fy

Or P est irréductible, donc Fy(z) est un corps de rupture de P de degré d sur Fy, et d divise n. Il suffit alors de
montrer que X9 — X n’a pas de facteur double (ou plus). En effet, si tel était le cas, alors X 7" — X aurait une
racine double. Cependant, comme le polynéme dérivé de X9 — X est ¢" X9 ~! — 1 = —1 en caractéristique p,
donc X9" — X n’a pas de racine double, ce qui termine la preuve.

O
Proposition 2 (Inversion de Mébius). On note p la fonction de Mobius. Soit g : N* — C. On pose G(n) =
2 djn 9(d). Alors :
N n
Vn e N, g(n) = > (G ()
d|n
Démonstration.
Pour n > 2, on a de p(d) = 0. En effet, si n =[]._, p{'", alors :
T . T r ; i,
RS (Hm) - > =3 () ===
d|n B<a i=1 Be{0,1}~ =0
Ensuite, si n € N* et d | n, alors d’ | § si, et seulement si, dd’ | n. On a donc :
n
S G (5) =D ud) Y g(d) =Y ud) 3 gld) = Y uld)gd) =D g(d) Y pld) = g(n)
d|n d|n |z d|n dd’|n dd’|n d'|n d| %
O
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Corollaire 3. Si I(q,d) désigne le cardinal de Py(d), alors, pour tout n € N*, on a :

1 n q"
I(g;n) = ;Zu(g) ¢~
d|n

Démonstration.

On pose g(n) =nl(g,n) et G(n) =34, 9(d). On a que :

" =deg(X" ~X)=3 > degP=) dl(g.d) =) g(d)=GCn)
d|n

dln PEP,(d) din
Par l'inversion de Mobius, on obtient :
Ham) = o) = 23 w@6 (G) = 1 3 ntaa? = 05 () o
d|n d|n d|n

Ensuite, on pose 1, = Y gjn (%) g% et on a :

d<n
I.%J Lﬁj+1
AR
ral <3 gt < gt =1 —
d| d=0 q
d<n
Ainsi r, = O(q™). Or I(q,d) = q"%, d’ou le résultat. O
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Processus de Galton-Watson

Lecons concernées : 264 266

Théoréme 1 (Galton-Watson). Soient (X7); jen+ des variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées a valeurs dans N. On note u leur loi et m leur espérance. On définit le processus (Zp)nen par
Zo=1¢et Zpy1 = ZZZ’””l X”‘H pour n € N. On note oo =P (In €N, Z, =0). Alors si yu # 61, on a :

(i) Sim <1, alors oo =1 : Il y a extinction presque sire du processus.

(i) Si m > 1, alors oo < 1 : Il y a une probabilité non nulle de survie.

Démonstration.

On note G la fonction génératrice de la loi p

Etape 1 : Montrons que G est croissante convexe sur [0, 1], et strictement convexe si (]2, +oc[) > 0.
En tant que fonction génératrice, G est une série entiére convergente en 1, donc G est de classe C* sur [0, 1].

Pour tout k£ € N, notons p, =P (XlJ = k:) Les py sont alors positifs, on a donc, pour s € [0,1] :

:kaksk_IZO et G (s Zk —Dprs®2>0

Donc G est ainsi croissante et convexe sur [0,1]. Si u([2,4+00[) > 0, il existe k > 2 tel que p > 0, donc la
deuxiéme inégalité est en fait stricte pour s # 0, d’ou la stricte convexité.

Etape 2 : Montrons par récurrence que Gz, = G" pour tout n € N.
Sin =0, ona, pour s € [0,1], Gz,(s) = G1(s) = s, donc Gz, = Id.
Pour n e Net s €[0,1], on a :

Gz, (s) =E {szznl Xf’“] lH e lz 1, NHSX"+1]

Par le théoréme de Fubini, puis par indépendance de Z,, avec les X "+t des XZ."Jrl entre eux, on obtient :

_ Z]E HSX"“] - i]P’(Zn:N)ﬂE[sX?H}
N=0 =1

On a alors :

o0

n+1
lzn_NHSX ]: E[lz,-n]
N=0

0o N 0o
Gz ()= P(Za=N)[[G(s) = D> P(Z, = N)G(5)" = (Gz, 0 G)(5)
N=0 =1 N=0

Ainsi on a Gz,,, = Gz, o G, et par hypothese de récurrence on a donc Gz,,, = G"

Etape 3 : Montrons que 7., est le plus petit point fixe de G sur [0, 1].

Sim, =P (Z, =0), on a 7y = lim,_, 1o ™, puisque (Z, = 0) est une suite croissante d’événements. De plus :
Tnp1 = P(Znp1=0) = Gz,,,(0) = G(Gz,(0)) = G(P (£, = 0)) = G(7n)

Comme G est continue sur [0, 1], on obtient que G(7) = oo par passage a la limite. De plus, si u € [0, 1] est le

plus petit point fixe de G, alors [0, u] est stable par G, car G est croissante. Comme 79 = P (Zy = 0) = 0 € [0, u],

on a m, € [0,u] pour tout n € N, alors 7, est un point fixe de G dans [0, u], donc 7o, = u est le plus petit
point fixe de G.
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Etape 4 : Conclusion.
Comme G(1) = 1 et G'(1) = m, la tangente & la courbe représentative de G en 1 a pour équation y = m(x—1)+1.
On distingue alors plusieurs cas :

(i) Sim > 1, alors il existe n < 1 tel que G(s) < s pour s €n, 1[. Comme G(0) > 0, le théoréme des valeurs
intermédiaires donne existence d’un point fixe de G sur [0, 7]. Donc 7o, < 1.

(ii) Si m < 1, alors, comme G est convexe, sa courbe représentative reste au-dessus de sa tangente, donc
strictement au-dessus de la droite d’équation y = x, ce qui implique que 1 est le seul point fixe de G sur
[0,1], donc 7o = 1.

(iii) Si m = 1, alors, comme p # 1, il existe & > 2 tel que p,, > 0. Donc G est strictement croissante, donc
reste strictement au-dessus de sa tangente d’équation y = x, ce qui implique que 1 est le seul point fixe
de G sur [0, 1], donc o = 1.

O
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Projection sur un convexe fermé et théoreme de Riesz

Lecons concernées : 205 208 213 219 253
Soit H un espace de Hilbert. Soit K un convexe fermé non vide de H.

Théoréme 1. Soit f € H. Il existe un unique élément de K, noté Pk (f), appelé projection de f, tel que :
P, — = inf ||v —
1P = 71l = inf Jlo— 7]

De plus, Pi(f) est caractérisée par :

Vv e K, Re((f — Pr(f),v— Pr(f))) <0

Démonstration.

Etape 1 : Existence

Soit 1. une suite minimisante pour le probléeme de minimisation associé :
m = inf |lv—f| <[lue = fl <m+e
veK
On utilise 'identité du parallélogramme pour f — u. et f — us :

2
Ue + Ugr

2 + [Jue _UE’”2

20|f —uel® +21f —us® = 4Hf -

Comme K est convexe, I'isobarycentre de u. et u.s est dans K. Alors :
e — uer|* < 2(m+€)2 +2(m + &) — 4m? = dm(e + €') + 2(* + £?)
La suite u. est donc de Cauchy dans H, donc converge dans H. De plus K est fermé, la limite est donc dans K.

Etape 2 : Unicité
Soient u,v € K vérifiant I’égalité voulue. On utilise I'identité du parallélogramme pour f —u et f — v :

2

U+ v 2
+ flu =]

2

21F =l +2]1f — o] =4Hf—

1 vient alors que |lu — v||* < 2m? + 2m? — 4m?2 = 0, d’ott unicité.
Etape 3 : Caractérisation
Soient v € K et t €]0,1]. Alors Px(f) + t(v — Px(f)) € K car K est convexe, et :
If = P (HI* < I1f = Prc(f) = t(o = Prc ()]
<N f = Pe(HI” + 8 o = Pr(f)II* = 2t Re ((f = Pr(f),v = Px(f)))
On obtient alors :
0< ~2tRe (] —w v~ Pe(P)) + 2o~ Pe(R)IF puis Re((f — Prc(f),v — Prc(f) < g o= Pre(1)P
On obtient 1’égalité voulue en faisant tendre t vers 0.
Réciproquement, soit u dans K vérifiant 1’égalité, alors, pour tout v € K, on a :
If =oll? =1If —wtu—vl*=|f —ul >+ [lu=v]|* + 2Re ((f —v,u~v)) > |If —ul ®

Par définition de la projection sur un convexe fermé, on a donc u = P (f). O
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Corollaire 2. Soient M un sous-espace vectoriel fermé de H et f € H. Alors Py (f) est caractérisé par :
PM(f)eM et V’UEMa <f_PM(f)aU>:0

De plus, Py est un opérateur linéaire.

Démonstration.
Par définition de la projection sur un convexe fermé, on a, pour tout v € M et tout t € R :
(f = Pau(f), tv = Pu(f)) <O
Or, faire tendre ¢ vers +oo implique une contradiction si (f — Pa(f),v) # 0. Donc (f — Pa(f),v) = 0.

Inversement, si u vérifie la caractérisation voulue, 'appliquer avec v —u € M, ot v € M, donne que u = Py (f)
par la caractérisation de Pys(f).
O

Théoréme 3 (Riesz-Fréchet). Soit ¢ € H'. Alors il existe un unique f € H tel que :

Vo e H, (p,v) = (f,v)

Démonstration.

Remarquons d’abord que si ¢ = 0, alors prendre f = 0 convient.

Supposons que ¢ # 0. Soit M = Ker ¢, un sous-espace vectoriel fermé de H. Comme ¢ # 0, alors M # H. Soit

alors go € H \ M, et soit g1 = Par(go). Posons maintenant g = ||§3:§iu . Pour tout v € H, on pose :

eR et w=v—AgeM

_ {90—g1,w)

11 vient alors que (g, w) = Too—g = O par le Corollaire 2, donc que :

(9,0) = {g,w+ Ag) = (g, w) + A(g,9) = A
En posant f = (g, g) g, on a ainsi :

(p,v) = EZZ; (,9) = (9,v) {p,9) = {(»,9) g,v) = (f,v)

Pour 'unicité, soient f et f’ deux candidats. Alors :

VU€H7 <f7f/7v> = <907U> 7<Q0,’U> =

Ainsi f = f’, d’ott I'unicité O
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Réduction de Jordan (par la dualité)

Lecons concernées : 151 153 154 157 159
On se place dans un K-espace vectoriel E de dimension finie n € N*.

Lemme 1. Soit u € L(E) nilpotent d’indice q. Pour tout x € E tel que u?~'(x) # 0, la famille B, . =
(uk(x))1<r<q—1 est une famille libre de E, et F = Vect(B, ) est stable par u.

Démonstration.

Comme u9~! £ 0 il existe z € E tel que ud~!(z) # 0. Soient Ag,...,A\;—1 € K tels que ZZ;(I) b (z) = 0.
Montrons par récurrence sur j que les A; sont tous nuls. Pour j € [0, ¢], on a :

g—1 qg—1 j
0=qgd 71 Z et (z) | = Z Apud IR () = Z Aput—I =1 ()
k=j+1 k=0 k=0

Ainsi, en prenant j = 0, on a Agu? !(z) = 0, donc \g = 0 car u?~!(z) # 0. En réitérant le processus pour
chaque j € [0,¢], on trouve que tous les A; sont nuls, et que la famille B, , est libre. La stabilité de F' par u
découle alors du fait que w est nilpotent. O

Théoréme 2. Soit u € L(FE) nilpotent d’indice q. Alors il existe une base B = By U...U B, de E telle que
chaque E; = Vect B; soit stable par u et que la matrice de u|g, soit :

0 -+ -+ 0

1o ; :
Ju=|" ‘ | € Mg, (K), avee ¢; = dimg E;

0 1 0

Démonstration.

Etape 1 : Décomposons E en une somme directe adaptée.

Comme wu est nilpotent d’indice ¢, ‘u est nilpotent d’indice . Ainsi, il existe ¢ € E* tel que (tu)q_l(ga) # 0.
On pose alors H = Vect(yp, tu(cp), cee (tu)qfl(cp)), qui est stable par ‘u et de dimension ¢ par le lemme. De
plus, comme ()71 () # 0, il existe z € E tel que @ o ud™'(z) # 0 et donc w9~ (z) # 0. On pose maintenant
F = Vect(z,...,u?"(z)), qui est stable par “u et de dimension ¢ par le lemme. Soit maintenant G = H°, on a :

dimF =dim E* = dim G + dim H = dim G + dim F'

Montrons que F NG = {0}. Soit y = Zz;é Meu¥(z) € FNG. Comme H est stable par ‘u, G est stable par u,
et u9=7=1(y) € G pour j € [0,q — 1]. Alors :

-1

0= (y)) =Y Mp(u?™ 7 (@) = D A (w7 ()

q
k=0 k=0

Ainsi, en prenant j = 0, on a Agp(u?~1(x)) = 0, donc g = 0 car p(ud~t(z)) # 0. En réitérant le processus pour
chaque j € [0, ¢ — 1], on trouve que tous les \; sont nuls, donc que y = 0 et que FNG = {0}. Ainsi, E = F®G.
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Etape 2 : Concluons grace a une récurrence sur n.

Le résultat est évident pour n = 1. Supposons alors le résultat vrai au rang pour tout sous-espace strict de F.
On complete la base B, ; de F' par une base de G en une base B de E. On a alors :

0 -+ -+ 0
Matp(u) = (Jq 0 > oun J;= 1 . € My (K)
0 - 1 0
A,_, est la matrice de u|g dans la base considérée. Si ¢ = n c’est fini. Sinon, on applique 'hypothése de
récurrence a u|g qui est bien un endomorphisme nilpotent d’indice inférieur ou égal a g. O

Théoréme 3. Soit u € L(E) de polynome caractéristique scindé. Notons Ai,...,\. ses valeurs propres. Il
existe une base B de E dans laquelle la matrice de u soit de la forme :

A0 0 o 0
jl 0 €k,2 )\k 0 .
avec  Jy, = 0o - 0 | € Mo, (K), ot e;e{0,1}
0 J,
. Ekap—1 A0
0 0 €k Mk
Démonstration.
Ecrivons x.,(X) = [[h—;(X — Ap)®. Par le lemme des noyaux, on a E = @}_, Ker(X — \;)*. Notons

N, = Ker(X — A\)*. Chaque Nj est de dimension «y et stable par u. De plus, vy = (u — Apld)|n, est
nilpotente. Par le théoreme précédent, il existe donc une base By de Ny telle que :

0 0 0 <o 0
Ek,2 0 0 :
Matpg, (vg) = 0 - o | EMa(K), on e, €{0,1}
: Ear—1 0 0
o - 0 €k 0
Comme u|y, = v + MpIdy,, on obtient alors Matg, (u|y,) = Matg, (vx) + MIdy, = Jp. On a ainsi la
décomposition voulue sur £ en concaténant les bases (By)ref1,r]- O
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Réduction des endomorphismes normaux

Lecons concernées : 151 153 154 155 158 160
Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n. Soit u € £L(F) un endomorphisme normal.

‘Lemme 1. Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par u, alors F et F- sont stables par u et u*.

Démonstration.
Soient (eq,...,e,) une base orthonormée de F et (€,41,...,e,) une base orthonormée de F+. Dans la base
(e1,...,€p), la matrice M de u s’écrit par blocs : M = (4 B). Comme u est normal, u commute avec son

adjoint. Matriciellement, cette relation s’écrit :

‘AA ‘AB _(A'A+B'B B'D
‘BA '‘BB+'DD) ~ D'B D'D
En particulier, on a ‘BB + ‘DD = D 'D. En prenant la trace, on trouve tr(‘BB) = 0, donc B = 0, et on a
M = (4 9). Ainsi, F et F* sont stables par u et u*. Enfin, on a de plus A'A="AAd et DD = ‘DD, ul|p et
u|pL sont normaux. O

‘MM =M'M <& (

Lemme 2. Supposons que n = 2. Alors :

(i) Siwu a une valeur propre réelle, u est diagonalisable dans une base orthonormée.

(ii) Siw n'a pas de valeur propre réelle, la matrice de u dans une base orthonormée est de la forme (‘g _ab).

Démonstration.

(i) Supposons que u admet une valeur propre réelle . Soit e; un vecteur propre de norme 1. Alors (Rep)~*
est une droite, engendrée par un vecteur es de norme 1, et stable par u. Le vecteur es est donc un vecteur

propre de u, et la matrice de u est diagonale dans la base orthonormée (eq, e2).

(ii) Supposons que u n’admet pas de valeur propre réelle. Ecrivons M = (‘cl Z) sa matrice dans une base

orthonormée de E. Comme u est normal, on a :
a’+c? ab+cd> B (a2 + b2 ac+bd>

t gt
MM=MM < (ab+cd b + d? ac+bd ¢+ d?

On a en particulier b2 = ¢2, donc b = %c. Si b = ¢, alors M est symétrique et admet des valeurs propres
réelles, donc b = —c. On en déduit que d — a = a — d, donc que a = d, d’ou le résultat.

O

Théoreme 3. Il existe une base orthonormée B de E telle que :

A

Matg(u) =

T1

Ts

by ak

oun=r+2s A,...,\, ER et 7, = (“’“ 71”“) € Ms(R) pour k € [1, .
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Démonstration.

On va raisonner par récurrence sur n = dim F. Le résultat est évident pour n = 1, et on vient de traiter le cas
n = 2. Supposons alors n > 3 et le résultat vrai en dimension inférieur strictement a n.

(i) Supposons que u admet une valeur propre réelle A, dont on note Ey I’espace propre associé, qui est stable
par u. Alors Ei est stable par u, et on peut appliquer ’hypothése de récurrence a u| Bl puis obtenir le
résultat en concaténant une base de orthonormée de E) avec la base obtenue, qui reste bien orthonormée.

(ii) Supposons que u n’admet pas de valeur propre réelle. Soit Q(X) = X? — 2aX 4 8 un facteur irréductible
de x, de degré 2 tel que o < . Ecrivons Q(z) = (X — X)(X — \), avec A € C valeur propre de u. Alors :

det Q(u) = det(u — M dg) det(u — Mdg) =0

Ainsi, Q(u) est non inversible, et Ker Q(u) non trivial. Soit v = u|ker @(u)- Alors v*v est symétrique, donc
admet une valeur propre réelle u € R. Soit z un vecteur propre associé, et F' = Vect(z,u(x)). On a aussi
u?(x) = 20mu(x) + B, ainsi F' = Vect(u(x),u?(x)) est stable par u, et est de dimension 2. On peut donc
appliquer 'hypothése de récurrence a u|p. et le cas n = 2 & u|p, ce qui donne le résultat voulu dans la
base concaténée.

O
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Réduction des matrices orthogonales

Lecons concernées : 106 150 154 155 160

‘Lemme 1. Soit u € O(E), et soit F un sous-espace vectoriel stable par u. Alors F+ est stable par w.

Démonstration.

Soit © € F, alors u(z) € F.

Soit (eq,...,e,) une base orthonormale de F, que 'on compléte en une base (eq,...,e,) de E.
Pour tout 4, on note f; = u(e;).
Alors (f1,..., f) est une base orthonormale de F, et (f,41,..., fn) est une base orthonormale de F*-.
n n n
Ainsi, siz = Y Ne; € Foalors, u(z) = > Nu(e) = > \ifi € FL.
i=r+1 i=r+1 1=r+1
F* est donc stable par u. O

Lemme 2. Pour M € O, (R), il existe un sous-espace vectoriel W,, de R™ tel que dim W,, < 2 stable par M.

Démonstration.

Si M possede une valeur propre réelle A de vecteur propre associé X, alors W = Vect(X) convient.
En effet, MX =AX € W.

Sinon, soit A € C \ R de vecteur propre X : AX = AX. Alors AX = AX = \X = \X.

Comme X\ € R, A # X, et X et X sont linéairement indépendants.

Soit Y = X + X € R\ {0}. Comme A%Y = AAX + AAX = (A + N)(AY) — A\(Y) € Vect(Y, AY).

Ainsi,IW = Vect(Y, AY") convient. O

Lemme 3. Pouru € O(E), il existe des sous-espaces vectoriels Wi, ..., Wy de R™ stables par u tels que, pour

k
tout i, dimW; <2, et E= | W,.
i=1

?

Démonstration.

On raisonne par récurrence sur n = dim F.

Sin=1oun=2,on peut prendre k =1 et Wy = E.

Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n — 1. Par le lemme 2, il existe W7 stable par u tel que dim W7 < 2.
Alors V. = Wit vérifie dimV < n — 1, et on applique I'hypothése de récurrence : il existe des sous-espaces

k
vectoriels Wa, ..., Wy de R™ stables par u tels que, pour tout ¢, dimW; < 2,et V= | W,.
i=2

k
Ainsi, E=W; LV = | W, avec dim W; < 2 et les W, stables par u. O

=1
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Théoréme 4. Soit M € O,,(R), alors M est semblable a :

I, 0
~Im 6; €]0;2r[\ {m}
Re, avec R, — (cos 0; —sind;
: %= \sin@; cosé;
0 Ry,
Démonstration.
Gréace au lemme 3, on a des sous-espaces vectoriels Wy, ..., W, de R™ stables par M tels que, pour tout 4,

k
dimW; <2,et E= | W;. On va écrire chaque M |w, sous une forme adaptée.
i=1
Si dim W; = 1, comme M|y, est orthogonale, on a M|y, = +1.

Si dimW; = 2, on a M|, = (Z Z .

En prenant (eg, e2) une base orthonormale de W;, on a (Mey, Mey) = a®> +b*> = 1 et (Meg, Meg) = 2 +d? = 1.
On peut donc écrire a = cosb;, b = sin6;, ¢ = sin u; et d = cos p;, avec 0;, p; €10; 27

Comme M |w, est orthogonale, on a det M = ad — bc = cos(0; + p;) = £1.

. - o _ [ cosf; sinf;\ . B
Sidet M =1, pu; =27 — 0;, donc M|w, = (_ sin 0, cosH,-) = R_y,. Si 0; =, alors M|w, = —Is.

sinf; —cosb; 0 -1
On peut donc écrire une matrice semblable a M qui est sous la forme voulue. O

Si det M = —1, ji; = 7 — 65, done M|y, = (*% Smei):P(l O)P—l.
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Simplicité de 2, pour n > 5

Lecons concernées : 101 103 104 105 108

Proposition 1. 2, est engendré par les 3-cycles de &,,.

Démonstration.

Notons G le sous-groupe de &,, engendré par les 3-cycles. On a tout d’abord que G C %, car les 3-cycles ont
pour signature 1 donc tous les éléments de G aussi.

Réciproquement, soit o € 2,,. Considérons un décomposition Hle 7; de o en produit de transpositions. Comme
o est de signature 1, on a nécessairement que p est pair. Or, pour %, j, k,l € [1,n] distincts, on a :

@)k =(jk)GEL et (ij)(ki)=C(ikj)
Donc le produit de deux transpositions est un 3-cycle, et ¢ s’écrit comme un produit de £ 3-cycles. Ainsi, o € G.
Finalement, on a bien que G = ,,. O

Proposition 2. Les cycles d’ordre 3 sont conjugués dans 2A,, pour n = 5. ‘

Démonstration.

Les 3-cycles forment une classe de conjugaison dans &,,. Donc, pour a,b,c € [1,n] distincts et d, e, f € [1,n]
distincts, il existe 0 € &, tel que o(a b c)o~! = (d e f). Si 0 € A, c’est bon. Sinon, comme n > 5, on peut
choisir 4, j € [1,n] distincts de a, b, c. Alors o/ = o (i j) est un élément de 2A,, tel que o’(a b c)o’~! = (d e f).

Les 3-cycles sont donc bien conjugués dans 2,,. O

Théoréme 3. 2, est simple pour n > 5. ‘

Démonstration.

Soit H un sous-groupe distingué non trivial de &,,. Par la Proposition 1, il suffit que H contienne les 3-cycles.
Par la Proposition 2, il suffit que qu’il n’en continent qu’un. Montrons donc que H contient un 3-cycle.

Soit o € H\ {Id}. Prenons a € [1,n] tel que b = o(a) # a. Fixons ¢ € [1,n] distinct de a, b, o(b). C’est possible

puisque n > 5. Considérons de plus le 3-cycle v = (a b ¢) puis o3 = oyo 1y~ L.

Onaos € Hcaro € H et yo~ly~1 € H. On a également que o2 = (b o(b) o(c))(a ¢ b). On va décomposer o2 en
produit de cycles & supports disjoints, en remarquant que supp(oz) C {a,b,c,0(b),o(c)} a au plus 5 éléments.
Puisque o5 a pour signature 1, en raisonnant sur le type de o, on peut avoir :
[1,1,1,1,1] Si o9 = Id, cela entraine que o et v commutent, ce qui est faux car oy(a) = o(b) # ¢ = yo(a).
[2,2,1] Si oy = (i j)(k 1), alors o3 = (i j kI m)og(i j k1 m) lo,' € H car H est distingué dans ,,, et
onaoy3=(ijklm)(jilkm)t=(ikmlj), et onseramene au cas ou le type est [5].
[3,1,1] Si o est un 3-cycle, c’est bon.
[5] Si oo = (i j k1m),alors de méme o3 = (i j k)oo(i j k) toy € Hyet o3 = (i j k)Gl k)= (ijl).
Dans tous les cas, on a donc bien trouvé un 3-cycle dans H. Ainsi H = 2,,. O
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Sous-groupes distingués et caracteres

Lecons concernées : 103 104 107
Soit G un groupe d’ordre n.

Lemme 1. Soit p: G — GL(V) une représentation linéaire de G de caractére x. Alors :

Ker(p) = Ker(x) = {g € G| x(g9) = x(e)}

Démonstration.
(©) Pour g € G, si p(g) = p(1) alors x(g) = tr(Idy) = dim V = x(e). Donc Ker(p) C Ker(x).

(2) Réciproquement, soit g € G tel que x(g) = x(e). De plus, p est diagonalisable de valeurs propres des
racines de 'unité (i, ...,(q, avec d = dim V. x(g) en est la somme, donc :

= Zcz«
i=1

Or, il y a égalité si, et seulement si, il y a égalité dans 'inégalité triangulaire, donc si les (; sont tous
égaux. Comme Zle ¢i = x(g) =dimV, on a {; = 1 pour tout i € [1,d]. Donc p(g) est diagonalisable
avec pour seule valeur propre 1, c¢’est donc I'identité.

d

<Y Gl =d=dimV = x(e)
=1

O

Proposition 2. Soient x1,..., X% les caractéres irréductibles de G. Les sous-groupes distingués de G sont les
;e Ker(x:) ou I C [1,k].

Démonstration.

(€) Une intersection de sous-groupes distingués est distinguée, donc tout sous-groupe du type [, Ker(x;)
ou I C [1,k] est distingué.

(2) Réciproquement, soit N distingué dans G. Soit p la représentation réguliére du groupe G/N. On I’étend
en une représentation p de G via la projection G — G/N. Alors :

Ker(p) = {g € G|Vhe G, gh=h} ={g€G|Vhe G,h 'ghe N} =N

Décomposons p en somme directe de représentations irréductibles :

p= @mipi avec p; : G — GL(V;) de caractere y;
i=1

avec m; le nombre de fois ou p; apparait dans p. Par le lemme précédent, on a donc :
geKer(p) < x(g)=x(e) < Zszz =dimV

Pour g € Ker(p), on obtient alors :

,
Z min
i=1

Ainsi Y1, mylxi(g)| = Yo, mixi(e), ce qui équivaut a m;x;(g) = m;x;(e) pour tout i € [1,7], donc a

g € Ker(y;) dés que m; # 0. Posons I = {i € [1,7] | m; # 0}. Alors :

N = ﬂ Ker(x;)
iel

dimV =

Zmlbﬁ Zmsz Zm dimV;, =dimV

=1
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Corollaire 3. G est simple si, et seulement si, pour tout caractére irréductible non trivial de G et tout

g € G\ {e} onax(g) # x(e).

Démonstration.

— On suppose qu’il existe y un caractére irréductible non trivial et g € G\ {e} vérifiant x(g) = x(e). Alors
Ker(x) est un sous-groupe distingué de G par la proposition précédente. Ker(x) n’est pas trivial car il
contient g # e, et est distinct de G car x n’est pas trivial. Donc G n’est pas simple.

— Réciproquement, si G n’est pas simple, soient H un sous-groupe distingué non trivial de G et g € H \ {e}.
Par la proposition précédente, on peut écrire H = (,.; Ker(x;) avec x; des caracteres irréductibles de G.
Comme H est distinct de G, il existe ig € I tel que x;, n’est pas le caractére trivial. Alors g € Ker(x;,),

et Xio (g) = Xiog (6)
]
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Structure des groupes abéliens finis

Lecons concernées : 102 104 107 120
Soit G un groupe abélien d’ordre n.

Proposition 1. L’application suivante est un isomorphisme de groupe :

v | G — G
g — (x—x(9)

Démonstration. R
Pour g € G, vérifions que t(g) € G. En effet, pour g € G, et x1,x2 € G, on a :

t(g)(xtriv) =1 et 1(g)(x1x2) = (xax2)(9) = x1(9)x2(g) = t(g)(x1)e(g9)(x1)

Puis ¢ est bien un morphisme de groupe, puisque pour g,h € G et x € Gona:
we)(x) =x(e) =1 et u(gh)(x) = x(gh) = x(9)x(h) = (g)(X)e(h)(x)

Puisque G est abélien, G, G et G ont méme cardinal, donc il suffit de montrer l'injectivité de ¢. Soit donc g € G
tel que ¢t(g) = 1. Comme les caractéres de G forment une base des fonctions centrales de G dans C*, écrivons :

I, = Y (Lghdx avec (Lyfx)= |le| S 1, (h)x(h) = ’TG‘? - |?1:|
xe@ heG

Puis, en évaluant en e, il vient que 14(e) = er§ |761:|]ng(6) =1, donc que g = e, d’ou l'injectivité de ¢. Ainsi,

¢ est un isomorphisme. O

Lemme 2. ] existe un élément de G d’ordre l’exposant de G.

Démonstration.

Vérifions que I'ensemble des ordres des éléments de G est stable par ppcm, puisqu’alors on trouvera un élément
d’ordre I'exposant de G en un nombre fini d’itérations. Soient donc x,y € G d’ordres a et b. Montrons que 'on
peut trouver un élément d’ordre ppcm(a, b). Ecrivons :

k= H pvp(a) et (= H pvp(b)

PEP peP
vp(a)>v; (D) vp(a)<vp (b)

Alors ppem(a, b) = kf, et k et £ sont premiers entre eux. Posons alors 2/ = z% et y' = y% qui sont d’ordre k et
£ respectivement. Alors z'y’ est d’ordre k¢ = ppcm(a, b). O

Proposition 3. G et G ont méme exposant.

Démonstration. R
Soit H un groupe commutatif fini d’exposant d. Si x € H, on a alors, pour tout h € H :

x4(h) = x(h)* = x(h*) = x(e) =1 donc y*=1

Ainsi exposant de H est plus petit que celui de H. En appliquant &8 H = G puis a H = @, on a d(é) < d(@) <
d(G). Mais on a en fait égalité puisque G = G. O
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Théoréme 4. Il existe un unique entier £ et une unique suite dg|---|da|d1 d’entiers supérieurs a 2 tels que
dy est lexposant de G et :
¢
G H 7.)d; 7.
i=1

Démonstration.

On va raisonner par récurrence sur |G|.

Avec la convention H?zl = {e}, le résultat est évident si |G| =1 en prenant £ = 0.

Supposons donc |G| > 1 et le résultat vrai pour tout groupe H tel que |H| < |G|. Soit d exposant de G. Pour
X € G et g € G, x(g) est une racine d-ieme de I'unité. De plus, on sait que d est I’exposant de @, on peut donc
trouver x; € G tel que x1 est d’ordre d. x1(G) est alors un sous-groupe de 4, le groupe des racines d-iemes de
l'unité. Par ailleurs, si |x1(G)| = d’' < d, alors Xil/ (9) = 1 pour tout g € G, donc x; serait d’ordre d’ < d, ce qui
est faux. Ainsi x1(G) = uq.

Soit alors g1 € G tel que x1(g1) = e
d, donc isomorphe a Z /dZ.
Vérifions que G = Hy x Gy, out G1 = Ker(x1) :

— D’une part, on a x(Hy) = pg, ce qui assure que Ker(x1) N Hy; = {e}.

%7 . On sait alors que g; est d’ordre d, et ainsi H; = (g1) est cyclique d’ordre

— Drautre part, si g € G, il existe h € H; tel que x1(h) = x1(g), et alors gh~! € Ker(x1), dott g = (gh~')h €
GlHl. AAiHSi7 G = GlHl.

On applique alors ’hypothése de récurrence a Ker(x1) de cardinal strictement inférieur a celui de G. On obtient
‘

que Gi = [[;_,Z/d;Z pour un entier ¢ et une suite dy|---|da|d; d’entiers supérieurs a 2. Il suffit que vérifier
que dp|d; = d. Or dy est I'exposant de G; et divise d ’exposant de G. O
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Surjectivité de ’exponentielle de matrice

Lecons concernées : 156 204 214

Lemme 1. Pour A € M, (C), exp(C[A]) = C[A]*.

Démonstration.
Soit A € GL,,(C).
Etape 1 : Montrons que C[A]* = C[A]NGL,(C).

(C) Omn a C[A]* C C[4], et pour tout M € C[A]*, il existe N € C[A] telle que MN = I,,, donc M € GL,(C).
Finalement, C[A]* C C[A] N GL,(C).
(D) Soit M € C[A]NGL,(C). On considere son polyndome caractéristique yar = > a; X*.
i=0
Comme M € GL,(C), on a ag = det M #£ 0, et, par le théoréme de Cayley-Hamilton, on a x (M) = 0.

xm (M) = zn:aiMi =0 M (iaiMi1> = —apl, & M <_a10 Zn:aiMil> —1,

1=0 =1 i=1

Ainsi, comme M € C[A], on a —

1
ag

> a; M~ € C[A], donc M € C[A]*.
i=1
Etape 2 : Montrons que exp(C[A]) C C[A]*.

Soit M € exp(C[A4]), on a donc M € GL,,(C), et il existe N € C[A] tel que M = exp(N).
11 reste donc a prouver que exp(/N) est un polyndéme en A.
L’ensemble C[A] est un sous-espace vectoriel de M,,(C) qui est de dimension finie, donc C[A] est fermé.

n .
De plus, pour tout entier n, ;} 4 e CA]
i=
On en conclut par passage & la limite que exp(N) € C[A].

Etape 3 : Montrons que C[A]* est connexe.

Soient M et My dans C[A]*. Pour z € C, on pose M(z) = zM; + (1 —z) My € C[A], et P(z) =det(M(z)) € C.
On cherche un chemin v : [0,1] — C continu, avec v(0) = 0 et y(1) = 1, et tel que P o reste dans C*.

Or le polynoéme P n’est pas nul (P(0) # 0), donc P ne s’annule qu’un nombre fini de fois. Notons Z I'ensemble
de ses racines. Comme C \ Z est connexe par arcs, puisqu’on a enlevé un nombre fini de points, il existe un
chemin v qui évite les points de Z. Ainsi, il existe un chemin continu qui relie M; et Ms dans GL,,(C).

Donc C[A]* est connexe par arcs, donc connexe.

Etape 4 : Montrons que exp(C[A]) est ouvert dans C[A]*.

On applique le théoréme d’inversion locale & exp : C[A] — C[A]* : comme dgexp = Id est inversible, il existe
un voisinage ouvert U de 0 dans C[A] et un voisinage ouvert V de I,, dans C[A]*, tels que exp soit un ¢'-
difffomorphisme entre U et V. En particulier, exp(C[A]) contient un voisinage de I,,.

Soit maintenant M € C[A]. On pose Vyy = {Vexp(M) |V € V}.

On a exp(M) € Vi, et Vi est ouvert car V Vest et exp(M) est inversible.

De plus, pour tout V € V, il existe U € U tel que V = exp(U), d’ot :

Vexp(M) = exp(U) exp(M) = exp(U + M) € exp(C[A4])

Ainsi, V) est un voisinage ouvert de exp(M), donc exp(C[A]) est un ouvert de C[A]*.
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Etape 5 : Montrons que exp(C[A]) est fermé dans C[A]*.

On va montrer que E = C[A]* \ exp(C[A]) est un ouvert de C[A]*.
Pour cela, montrons que :

E = U M exp(C[A])

(C) Soit M € E,ona M = Mexp(0) € |J M exp(C[A4]).
MEE
(D) Soient M € E et P € C[X]. Si N = M exp(P(A)), alors M = N exp(—P(A)).
Ainsi, si N € exp(C[A4]), on aura aussi M € exp(C[A]), ce qui est exclu, car M € E.
On a donc que N ¢ exp(C[A]), donc N € E.

Or, pour tout M € E, on a M exp(C[A]) qui est un ouvert de C[A]*, car M est inversible est que exp(C[A])
est ouvert par 1’étape précédente. Ainsi E est ouvert dans C[A]* comme réunion d’ouvert, donc exp(C[A]) est
fermé dans C[A]*.

Etape 6 : Conclusion.

L’ensemble exp(C[A]) est ouvert et fermé dans C[A]* qui est connexe.
Or, I, = exp(0) est dans exp(C[A]), qui est donc non vide. On en conclut que exp(C[A]) = C[A]*.

Théoréme 2. exp(M,(C)) =GL,(C) ‘

Démonstration.

Soit A € GL,,(C), on a donc A € C[A]*, donc par le lemme il existe P € C[X] tel que A = exp(P(A4)).
On a donc bien un antécédent dans M, (C). O

Théoréme 3. exp(M,(R)) = {A%?| A€ GL,(R)}

Démonstration.

(Q) Si A € exp(M,(R)), on a B € M,(R) telle que A = exp(B).
Alors A = exp (§)2, avec exp (g) € GL,(R).

(D) Soit A€ GL,(R), on a donc A € C[A]*, et par le lemme il existe P € C[X] tel que A = exp(P(A)).

P est complexe, mais A est réelle, donc, en passant au conjugué, on a A = exp ( (A)) On a alors :

A% = exp(P(A)) exp (m) = exp (P(A) + W) =exp ((P+P) (4))

Or P + P est & coefficients réels, donc (P + P) (A) est dans M, (R).
Donc (P + P) (A) est un antécédent de A pour 'exponentielle.
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Table de caracteres de &, et isométries du tétraedre

Lecons concernées : 101 103 104 105 107 161 191

Théoréme 1. Soit T un tétraédre régulier de l'espace affine euclidien de dimension 3. Le groupe Isom(T) des
isométries préservant T est isomorphe 4 S&y.

Démonstration.

On commence par remarquer que Isom(7) induit une permutation des sommets {4, B,C, D} de T.
Ceci donne un morphisme de groupes ¢ : Isom(7) — S4.

Soit g € Isom(7). Si p(g) = Id, alors g préserve les 4 sommets, donc g est I'identité. Ainsi, ¢ est injectif.

Soit maintenant s la symétrie orthogonale par rapport au plan (BCM). On a alors ¢(s) = (AD). On peut de
la méme maniere obtenir toutes les transpositions de G4. Puisque les transpositions engendrent G4, on obtient
la surjectivité de ¢.

Finalement, ¢ est bijectif, et T est isomorphe & &,. O

Application 2. La table de caractéres de G4 est :

] G, H Id \ (ab) \ (ab)(cd) \ (abc) \ (abed) \

I [[1] 1 1 1 1
e || 1] -1 1 1 -1
Y | 3] 1 -1 0 -1
ex || 3 | -1 —1 0 1
o [2] 0 2 —1 0

Démonstration.

Les deux premieéres lignes sont remplies facilement. En effet, le caracteére trivial et la signature sont des caracteres
irréductibles.

On note p : &4 — GL3(R) la représentation linéaire naturelle de G4, qui a o € &4 associe la matrice de la
partie linéaire de I’isométrie correspondante dans la base canonique de R?. On note x le caractére de p.

Pour chaque classe de conjugaison, on choisira une base dans laquelle il sera simple de calculer la matrice de o,
donc son caractere. Il y a cinq classes de conjugaison : I'identité, les 6 transpositions, les 3 doubles transpositions,
les 8 3-cycles, et les 6 4-cycles.
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— Si o = Id, alors x(o) = 3.
. C’est la symétrie par rapport au plan (BC'M).

— Si o est une transposition, prenons par exemple o = (AD
10
0 1).Onaudonc x(o) =1.

)

0

Dans la base (M§7 M(%, Mﬁ), la matrice de o est (0 1o
— Si o est une double transposition, prenons par exemple o = (AD)(BC). C’est la symétrie par rapport a

la droite (M N). Dans la base (MN,MZ%J@), la matrice de o est (é —21 781)' On a donc x(o) = —1.

— Si o est un 3-cycle, prenons par exemple o = (BCD). C’est la rotation d’axe (AG), ou G est le centre de

10 0
gravité du triangle équilatéral BC'D. La matrice de o est donc semblable a (8 cosa —sina), ol a = %’T
Sinx Cos«

On a donc x(o) =1+ 2cosa = 0.
— Si o est un 4-cycle, prenons par exemple o = (ABCD). Si on note O le centre du tétraédre T, on a
0—121 + O? + O?' + O—IS = 0. Dans la base (0—121,0?,07), la matrice de o est (g%%). On a donc
x(o) =—1.
Enfin, x est irréductible, puisque :

1 24
(X,X):(X|x):@(1><32+6><12+3x(—1)2+8x02+6><(—1)2):ﬂzl
4

Ainsi x est irréductible, et on peut ’ajouter a la table de caractere.

Par le méme argument, on vérifie que €x est un caractére irréductible que 'on peut ajouter a la table de
caracteres. En notant 6 le dernier caractére irréductible, on a 24 = 1+ 1+ 32 + 32 + 6(1d)?, donc 0(Id) = 2. On
complete alors la derniére ligne par orthogonalité des colonnes. On trouve ainsi la table de caracteéres de G,.

O
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Théoréme central limite et intervalle de confiance

Lecons concernées : 261 262 265 266

n

Lemme 1. Pour tout z € C, on a |ez — (1 + %)"’ <el®l — (1 + %)

Démonstration.

En posant af =1 — Wlkgn €1[0,1],on a:

n k n k nok
()R () - R e

k>0

Théoréme 2 (Théoréme central limite). Soit (X, )nen= une suite de variables aléatoires indépendantes, iden-
tiguement distribuées et de carré intégrable. Alors :

%Z(Xi—E[Xi]) £ N(0,Var(X)))

n—-+oo

Démonstration.

Si les (X, )nen+ sont constantes presque stirement, le résultat est clair. On va donc les supposer non constantes
presque stirement. De plus, quitte a remplacer X; par %}ﬁ, on peut supposer que E [X;] = 0 et Var(X;) =1
pour tout i € N*. Posons alors S, = > i | X;.

Fixons t € R. Par indépendance et équidistribution, on a alors :

itSn] RS ANE i—x,] T t\" t\"
ras =5[] e [T flo o) flon (F5) - ()
Comme X7 est de carré intégrable, ¢x, est deux fois dérivable sur R, avec :
P, (0)=iE[X;] =0 et ¢% (0)=-E[X{]=—Var(X;)=-1

On obtient alors le développement de Taylor-Young a l'ordre 2 en 0 de ¢x, :

o, (u) = 1= o +o(v?)

P () = <1—i+o<i))n_ (1+%”)n ol zn:—% (1+o(1)> eC

De plus, par continuité de ’exponentielle, on a :

On a donc :

n
A 2 |zn | 2 2 2

olenl _ (1 N n|) _ o] _ gntn(1H ) 2oy _ el 2 2
n n—+oo

Ainsi, par le Lemme 1, on a :
2
_ =
Osa(t) ~ € ——e 2
vn n——+oo n——+oo

S £ 4 N(0,1). O

Le théoreme de Lévy permet alors de conclure que 7=
" n—+4oco
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Application 3. Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées et
de loi B (p) pour p € [0,1] inconnu. Le théoréme central limite donne un intervalle de confiance asymptotique
de niveau o pour p en fonction de la moyenne empirique D, = %2221 X;. Il s’agit de :

_— g1—<«
1C, = |p, £ —=%
¢ {p wﬁ]

ot q; est le quantile d’ordre t de N (0,1).

Démonstration.

Les (X, )nen+ satisfont les hypothéses du théoréme central limite, avec E [X;] = p et Var(X;) = p(1 —p). Ainsi :

Vn . c
7p(1_p)(pn p) \FZ\/T —— N1

La fonction de répartition de NV (0,1) étant continue, on a, pour tous a,b € R :

P<a< YR o) <b> . Pa<N(0,1)<D)
p(1—p) e

En prenant a = qg et b=¢q1—g, on a a = —b, et donc :

g(h—“) E—— P(Q% gN(O,l)gql_%)zl—a

2 n—+o00

Vi~
P(‘ /7p(1—p)(pn )

Ce que 'on réécrit comme :
_ p(1—p)
]P’(pe pniql—%ﬁD prersall

On en déduit le résultat annoncé en remarquant que p(1 — p) < i. O
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Théoreme de Brouwer en dimension 1 et 2

Lecons concernées : 181 190 203 204 253

Théoréme 1. Toute application continue de la boule unité fermée de R™ dans elle-méme admet (au moins)
un point fize.

Démonstration.

On note B la boule unité fermée et S la sphére unité de R” (pour la norme euclidienne).

Etape 1 : Montrons le résultat en dimension 1.

On va montrer le résultat pour tout intervalle [a,b] de R. Soit F : [a,b] — [a,b] une fonction continue. On
consideére la fonction ¢ : & — F(x) —x. p est alors continue et vérifie p(a) = F(a)—a > 0 et p(b) = F(b)—b < 0.
Ainsi, par le théoréme des valeurs intermédiaires, ¢ s’annule au moins une fois sur [a, b], donc F' admet au moins
un point fixe.

Etape 2 : Si I’énoncé était faux, montrons qu’il existerait une rétraction de la boule sur la sphére.

Soit F': B — B une application sans point fixe. On note G 'application qui & x € B associe 'intersection de S
avec la demi-droite issue de F'(z) passant par z. Pour tout x € B, G(x) vérifie alors :

IG()]? =1 et G(z)—F(z)= Az —F(z)) avec A>0
On obtient alors :
P,(A) = [G@)] = 1 = N o = F(2)|* + 2\ (z = F(x), F(2)) + | F(2)|* = 1 =0
P,()\) est alors un polynéme de degré 2 en A. On a de plus P,(0) = ||[F(z)]| —1< 0 et :
P(1) = ||z = F(@)|* + 2 (z = F(x), F(a)) + ||F(2)||* - 1
= lall* = 2 {2, F(2)) + | F(@)|* + 2 {2, F(z)) = 2||F(@)||* + | F(z)||* - 1

2
= [l=[” =1
<0
Enfin, comme |z — F(z)||> > 0, on a lim|yooo Pr(A) = +00. Ainsi, P, admet deux racines réelles distinctes,
une sur | — oo, 0] et une sur [1,+o0o[. On a alors un discriminant strictement positif pour tout z € B :

A(w) = 4(z = F(2), F(2))* = 4o = F()|* (IF(2)|* - 1)

La racine positive A(z) de P, est donc :

— (& = F(a), F(x)) + \/(x — F(2),F())” = ||z = F@)|* (1F(@)” - 1)
lz — F(x)]”

AMz) =

On en déduit alors que = — A(x) est continue, donc que G est continue sur B. De plus, P,(1) = 0si z € S,
d’ott A(z) = 1 dans ce cas et G(z) = x sur S.
Ainsi, G est continue sur B et sa restriction a S est 'identité, c’est donc une rétraction.
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Etape 3 : Montrons le résultat en dimension 2.

On considére I'application :

v:][0,1] x [0,1] — S
(s,t) —  vs(t) = G(scos(2rt), ssin(27t))

Cette application est continue sur [0, 1] x [0, 1] & valeurs dans la sphére unité, et déforme continument o et v,
sans rencontrer I'origine. Leurs indices par rapport & I'origine sont alors égaux. Or, en identifiant R? & C, on a :

1 dz 1 dz
IndWO((O,O)) = ﬂ ? =0 et Indyl(((LO)) = % 7
Yo st

=1
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Théoréeme de Carathéodory

Lecons concernées : 181

Théoréme 1 (Carathéodory). Soient X un espace affine de dimension finie n, et S C X. Alors Conv(S) est
l’ensemble des barycentres a poids positifs d’au plus n + 1 points pondérés de S.

Démonstration.

On note S I'ensemble des barycentres a poids positifs de familles finies de points de S.

Etape 1 : Montrons que Conv(S) = S.
On sait que S C Conv(S), et que Conv(.S) est convexe. Il vient alors que Conv(S) contient tous les barycentres

a poids positifs de familles finies de points de Conv(S), et donc tous les barycentres & poids positifs de familles
finies de points de S. Ainsi, S C Conv(S5).

Réciproquement, montrons maintenant que Conv(S) C S. Pour cela, il suffit de montrer que S est convexe.
Par définition de Conv(S), on aura alors le résultat, puisque S C S. Soient alors A, B € S. Ecrivons de plus
A = Bar(Ay, a:)ieqp) et B = Bar(B;, bi)icq1,q], avec a;,b; > 0. Soit maintenant P € [AB]. Il existe alors
t €[0,1] tel que P = Bar((A,t),(B,1 —t)). Par associativité du barycentre, on obtient :

P = Bar((A,t),(B,1 —t)) = Bar((As, ta;), (Bj, (1 = t)b;))ic1,p],j€[1,q]

Ainsi, P € S qui est donc convexe, d’ott Conv(S) C S, puis Conv(S) = S.

Etape 2 : Montrons qu’on peut se restreindre 4 des familles d’au plus n — 1 points.

Soit A € Conv(S). Ecrivons A = Bar(A;, Ai)ic[p] avec A1, ..., Ap > 0et D7 | A = 1. Sans perte de généralité,
on peut supposer que p est le nombre minimal de termes intervenant dans une écriture comme combinaison
convexe de z. Raisonnons par 'absurde, et supposons que p > n + 2. La famille (A34;);c[2p) est liée, car

p—12>n+1> n Donc il existe as,...,a, € R non tous nuls tels que Y ©_,a;A;4; = 0. En posant
—
ar = —> 0 ya;, onayt  0;0A = 0 pour tout O € X et >0, a; = 0. Ainsi, pour tout ¢ € R, on a

A = Bar(A;, \i + tay)ieqip) et Db Ai 4 ta; = 1. On considére maintenant 'ensemble :
) Ai Yy
F={teR|Vie[l,p], \i +ta; 20} = ﬂ —OT,—FOO ﬂ ﬂ —00, = —
a; >0 g ;<0 @

Ainsi F' contient 0 donc est non vide. De plus, il existe au moins un «a; non nul, donc F' n’est pas R. Il existe
également un autre «; de signe opposé, car Zle a; = 0. Alors F' admet une borne inférieure et une borne

supérieure, de la forme —2—0 pour un certain ig et noté t3. On a alors :
0
A= Bar(Ai, >\z —+ toai)ie[[Lp]] = Bar(Al-, )\z + toai)ie[[lm]]\{io} avec Vie Hl,pﬂ, /\7. + toai = 0

Cela contredit la minimalité de p. On en déduit que p < n + 1, ce qui conclut.
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Corollaire 2. Soit S un compact d’un espace euclidien E. Alors Conv(S) est compact. ‘

Démonstration.

Considérons K = {()\1, e Ang1) € (RY)FLISTEL N = 1}. C’est un ensemble fermé du compact [0, 1]+,
donc c’est un compact. On considere 'application :

K x §ntl — E

(Y2
(()\1,...7>\n+1),A1,...,An+1) — Z;L:-Fll AZAz

Par le théoréeme de Carathéodory, Conv(S) = p(K x S"t1). Or K x S"*! est compact, comme produit de
compacts, et ¢ est continue, donc Conv(S) est compact. O
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Théoréme de Fourier-Plancherel

Lecons concernées : 201 207 208 234 235 250

Théoréme 1 (Fourier-Plancherel).
(i) Soit f € LY(R?) N LA(RY), alors f € L(RY) et H,?Hz =1l

(ii) La transformée de Fourier définie sur L* N L? se prolonge en une unique application F sur L?, propor-
tionnelle a une isométrie, appelé transformée de Fourier-Plancherel.

Démonstration.

(i) Soit f € LY (R%) N L?(R?%). On note f: 2+ f(—x) et g = f* f.
= [ =iy = [ =0Ty = [ 1o+ Ty = s fre

oll, f_, est la translatée de f. Ainsi, g est uniformément continue et g(0) = | f||§. De plus :
}N / f(=t)e®=tat :/Rf(u)e*”“du :% puis g= ’f‘

Comme f et f sont dans L', alors llgll; = Hf*le < |Iflly Hf”l = Hf||f
On a également ||g||., = ||f * f”oO < |1 fll5 Hf”2 = Hf||§ par I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

\t\

Pour n € N* et t € R, on pose ¢, (t) = . On a alors, pour z € R :

1/\ 1 —M—t 1 t_ixt / —_t_ it
n - = nt = Tt = n A [ds 7
@) = o=nlt) = 2/e 2w</R_‘f o[ e

1 1 1 1 n n n 1 n
C2r\i—iz —l_iz) 2r\l—inz 1+inz) wl+n2?

(¢n +)(0) = / on(®)9(~y / [ ente o=y atay

On obtient alors :

Or,on a:
/ / 160(0)] || 1g(—)] dtdy = [gnll, llgll, < +o0

Donc, par Fubini, on a :

(n s )0 =5 [ 0n(0) [ ety dne = 5 [ 6. @F0a = o= [ on(o)|F]

Soit € > 0. Par uniforme continuité de g, il existe 7 > 0 tel que pour tout x € R, |z| < n implique
lg(x) — g(0)] < e, alors :

|(pn * 9)(0) — 9(0)] =

enli)a(-v)dy ~ [ 2n(0)gl0) dy‘
R R
</ on(y) l9(—y) — g(0)] dy+/ on(y) l9(=y) — 9(0)| dy

-n ly|>n

<
Se 2ol [ enly) dy—0
lyl>n n—oo

11 existe donc un rang a partir duquel |(@, * g)(0) — g(0)] < 2e. Ainsi lim (¢, * g)(0) = g(0).
n— oo
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2 2
Par convergence monotone, comme 0 < ¢y, (%) ’]?‘ < Pnt1(t) ’ﬂ ,ona

Jmn (e 0)0) = tim 5o [ ou0|f = o [ i o, |[F] ae= o [ (7 0= o 7]
Finalement, on a f € L2(RY), et
171 = 9(0) = Tim (¢ )(0) = o | 7]

On désigne par Y l'espace de toutes les transformées de Fourier des fonctions de L*(R?) N L?(R?).

On vient de démontrer que Y C L?(R?). Montrons que Y est dense dans L2, autrement dit que Y+ = {0}.
Pour tout réel a, et tout n € N*, les fonctions = + 27me!*®¢,,(z) sont dans L'(R?) N L2(R?), et leurs
transformée de Fourier sont les fonctions ¢ — ¢, (o — t) qui sont dans Y.

Soit w € L?(R%). On suppose w € Y, alors, pour tout réel o, on a :

(oo xw)(@) = [ pula~thu(t)dt =0
R
On en déduit alors que w = 0 et ainsi Y est dense dans L?(R?).

On note ¢ : f +— f On a démontré jusqu’ici que ® est une application d’un sous-espace dense de L?(R?),
en fait LY(R4) N L2(RY) sur un autre, en fait Y. On en déduit que ® peut se prolonger en une application
® de L?(RY) dans lui-méme.

O
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Théoreme de I’élément primitif en caractéristique nulle

Lecons concernées : 125

Théoréme 1. Soit K un corps de caractéristique nulle, et soit P € K[X] irréductible. Si 1L est un corps de
décomposition de P sur K, alors P est a racines simples dans L.

Démonstration.

Le polynéme P est irréductible, donc P A P’ vaut 1 ou P. Par I'absurde, si P A P’ = P, alors P divise P’.
Comme P’ est de plus petit degré que P, il vient que P’ = 0. Donc P est constant puisque la caractéristique
de K est nulle, ce qui est absurde. Ainsi P et P’ sont premiers entre eux dans K[X], donc dans L[X]. O

Théoréme 2 (Elément primitif en caractéristique nulle). Toute extension finie d’un corps de caractéristique
nulle est monogeéne.

Démonstration.

Soit L une extension finie d’un corps K. Il existe alors x1,...,z, € L tels que L = K(z1,...,2,). Par une
récurrence immédiate, il suffit de montrer le théoréme pour n = 2.

Soient x,y € L tels que L = K(z,y). Soient 7, et m, les polyndémes minimaux de x et y. Soit M le corps de
décomposition de 7,m,. On pose :

p q
ﬂz:H(X—ﬂ%) et Wy:H(X_yi) avec r=x1 et y=y

i=1 i=1
Comme 7, et m, sont irréductibles sur K qui est de caractéristique nulle, ils sont a racines simples dans M.
Ainsi, les x; sont distincts deux a deux, tout comme les y;. On pose alors :

I — {.”L‘i—l‘i/
Yi — Yy

L’ensemble I est fini et K est infini, donc il existe ¢ € K*\ I'. Ainsi, tous les x; 4 ty; sont distincts deux & deux.

1<i7i/<p,1<j7éj'<Q}

On pose z = x+ty, et on travaille dans K(z)[X]. Alors y est racine de P(X) = m,(X) et de Q(X) = m, (2 —tX).
Soit S = pged(P, Q). Si S est de degré 1, alors y € K(z). Sinon, comme S divise m, il existe j > 2 tel que y;
soit racine de S, donc racine de Q. Ainsi, il existe ¢ € [1,p] tel que z — tb; = a;, ce qui est exclu par hypothese
sur ¢. Ainsi, on a que y € K(z) et z = z — ty € K(z), donc K(z,y) C K(z). Réciproquement, K(z) C K(z,y)
car z = = + ty. Finalement, K(z,y) = K(2), d’ou le résultat.

O

‘Application 3. Soient p,q premiers. Alors Q(\/p, /1) = Q(v/P +/Q)- ‘

Démonstration.

Soit @ = \/p+ /g. On a Q(a) C Q(y/p, /q)- De plus, (a — \/p)* = ¢ = a® — 2a,/p + p, donc \/p € Q(a). De
méme, on a /g € Q(a). Ainsi, Q(\/p, \/7) € Q(a), d’ott Q(a) = Q(\/p, \/q)- O
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Théoréeme de Lax-Milgram et application

Lecons concernées : 205 208 213 222

Théoréme 1 (Lax-Milgram). Soient H un espace de Hilbert, a une forme bilinéaire continue et coercive sur
H, et t e H'. Alors il existe un unique u € H tel que, pour tout v € H, a(u,v) = £(v).

Démonstration.

Par le théoréme de représentation de Riesz, il existe un unique w € H tel que, pour tout v € H, on a £(v) = (w,v).
De plus, comme a est linéaire par rapport a sa deuxiéme variable, on a également ’existence, pour tout u € H,
d’un élément A, € H tel que, pour tout v € H, on a a(u,v) = (A,,v). Considérons l'application suivante :

A:|H — H
u — A,

Etape 1 : Montrons que cette application est linéaire et continue.

D’une part, pour tous u,u’ € H, tout A € R et tout v € H, on a :
(Aygrw — Au — My, v) = (Augaw, v) — (Au,v) — X (Awr, v) = alu + M, v) — a(u,v) — Aa(u’,v) =0

Ainsi A est linéaire. D’autre part, par continuité de a, il existe M > 0 tel que, pour tout u,v € H, on a
la(u,v)| < M ||ull ||v]|. On a alors :

1Au]® = (Au, Au) = A(u, Au) < M JJul] [| Au]

Donc ||Au|| < M ||u||, et A est continue.

Etape 2 : Montrons qu’il existe un unique u € H tel que A, = w.

Par coercivité de a, il existe v > 0 tel que, pour tout v € H, on a a(u,u) > v ||lul|. En posant n = 4z > 0, on
considere ’application :
T:|H — H
u +— u—n(Au —w)

On a ainsi A, = w si, et seulement si, v est un point fixe de T'. Or, pour tous u,v € H, on a :

|1Tu = Tof|* = |lu — v — n(Au — Av)|?
= [l —v]|* = 20 (u = v, A(u = v)) + 7 | A(u = v)|*
= flu—vl* = 2na(u — v,u = v) + 7 | A(u = v)||”

< lu—ol® (1 = 2w + > M?)
2
2 14
< lu =] <1 - Mg>

Comme 1 — 1\1;722 < 1, T est contractante. De plus, comme H est un espace de Hilbert, c’est en particulier un
espace complet. Par le théoréeme de point fixe de Picard, T' admet un unique point fixe u € H. Ainsi, il existe
un unique u € H tel que, pour tous u,v € H, on a a(u,v) = (Ay,v) = (w,v) = £(v).

O
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Application 2. Pour f € L?*(), I’équation de Poisson —Au = f avec u = 0 sur 9Q admet une unique
solution faible.

Démonstration.

La formulation variationnelle de ce probléme est, pour tout v € Hg(Q) :

/QfAu.v:/va pE /QVwVv:/QfU & (Vu, V). = (f,v).

En posant a(u,v) = (Vu,Vv),. et £(v) = (f,v);2, on a facilement que a est une forme bilinéaire continue, et
que ¢ est une forme linéaire continue grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz et au fait que ||.|[;2 < ||| De
plus, grace a l'inégalité de Poincaré, il existe C' > 0 tel que, pour tout v € H, on a :

min(1, C?)

2
2=l

2 1 2 1 2 1 2 C? 2
a(u,v) = [[Vulp: = 5 [Vulpe + 5 1Vullze 2 5 IVullze + 5 llullz. =

Ainsi, a est coercive. Par le théoréme de Lax-Milgram, il existe une unique solution faible a 1’équation de Poisson.
O
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Théoreme de Riesz-Fischer

Lecons concernées : 201 205 208 234 241

Théoréme 1 (Riesz-Fischer). Pour tout 1 < p < +00, LP est un espace de Banach.

Démonstration.

Etape 1 : Supposons que p = .

Soit (fn)nen une suite de Cauchy dans L°°, montrons que cette suite converge dans L>°. Par définition, on a :

VEeN*, 3N, €N, Vm,n > Ni, [|fa — finll, <

Pour tout k € N*, il existe donc un ensemble Ej négligeable tel que :

Yax S Q\Ek, Vm Tl Nka |fm( ) fn($)| <

el

Enfin, en posant E = |J, cy. Ek, on voit que, pour tout = € Q\ E, la suite (f,(z))nen est de Cauchy dans R.

On note donc f(x) = lim,_, fn(x). En faisant tendre m vers +o00, on obtient :
1

Ve e Q\ Eg, VYn 2= Ny, |f(z) = fu(z)] < z

Ainsi, f € L et, pour tout n > Ny, ||f — full = < £. Par conséquent, lim, o || f = ful| = 0.

—~

Etape 2 : Supposons que 1 < p < oo.

Soit (fn)nen une suite de Cauchy dans LP. On extrait une sous-suite (fy, ) telle que :

1

VkeN, — Frill o < 5

Posons fj, = fn,- On va montrer que ( fk)keN converge dans LP. Pour tout n € N, on considere :

= Z | frs1(2) = fr(@)l

k=1

On obtient alors :

1
||gn||Lp Zka—i—l kaLp \227\1

k=1
On déduit du théoréme de convergence monotone que g,(x) converge presque partout sur § vers une limite
finie, notée g(x), avec g € LP. D’autre part, on a, pour tous m >n > 2 :

m

(@) = fa@)| < Y (@) = fimr(@)] < gm(@) = gu(2) < g(2) = gul) ——= 0

n—-+oo
k=n-+1

1l en résulte que, pour presque tout = € Q, ( fn(x))neN est de Cauchy dans R, donc converge vers une limite
finie, notée f(z). Or, on a, pour tout n > 2, [f(x) — fa(x)| < g(z). En partlcuher If] < g+ |fxl, donc f € LP.
Par convergence dominée, on obtient limy_, o Hf — fk”Lp = 0. Ainsi (f,)nen est une suite de Cauchy dans LP

admettant une valeur d’adhérence f € LP, donc converge vers f € LP.
O
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Théoreme de Sophie Germain

Lecons concernées : 120 121 126 142

Théoréme 1. Soit p un nombre premier de Sophie Germain, c’est-a-dire un nombre premier impair tel que
q = 2p+ 1 soit premier. Il n'existe pas de triplet (v,y,z) € Z? tel que xyz Z O[p] et 2P + yP + 2P = 0.

Démonstration.
Raisonnons par I’absurde. On suppose qu'’il existe un triplet (z,y, z) € Z3 solution.

Etape 1 : Montrons qu’on peut supposer z, y et z premiers entre eux deux & deux.
Quitte & diviser par pged(x,y, z), on suppose que pged(z,y, z) = 1. Si alors pged(x,y) > 1, soit pp un diviseur
premier de x et y. Alors 2P = —(aP +yP) est divisible par pg, et donc pged(z,y, z) = po, ce qui est contradictoire.
Ainsi, on a pged(z,y) = pged(z, z) = pged(y, z) = 1.
Etape 2 : Soit m € Z non divisible par ¢ = 2p + 1. Montrons que m? = +1 mod q.
Par le petit théoreme de Fermat, on a :

(mP? =m?* =m4 ' =1 mod ¢

Comme ¢ est premier, Z/qZ est un corps, donc il est intégre, et m? = +1 mod gq.

Etape 3 : Montrons qu’un seul des trois entiers z, y, z est divisible par ¢

Si ¢t zyz, alors zP, yP, 2P = £1 mod ¢ par le point précédent, et 0 = zP 4+ y? 4+ 2P = +1 ou =3 mod ¢, ce qui
est absurde car ¢ est impair et supérieur & 5. Ainsi g | xyz, et supposons par exemple que ¢ | . Comme on a
vu que pged(z,y) = pged(z, 2z) = 1, on a donc que ¢ 1 yz.

Etape 4 : Ecrivons y+ 2, 2+ 2z,  +y et Zi;é(—z)p_l_kyk comme des puissances de p.

En notant u = Y 0_} (—z)P~ 1= Fy* on a :

3
)

= P =y — (<) = (g 2) () = (2
0

~
Il

Montrons par I'absurde que pged(y + z,u) = 1. Soit alors py un diviseur premier de pged(y + z,u). Comme

p3 | P, on a donc pg | x. Or, comme y = —2 mod py, on a :
p—1 p—1

O=u= (—z)”_l_kyk = Zyp_l =py? ! mod pg
k=0 k=0

Donc pg | pyP~1, et ainsi :
(i) soit po | p, mais alors pg = p, ce qui n’est pas possible puisque p t z.
(ii) soit pg | y, mais alors 1 = pged(z,y) = po, ce qui est absurde.

Ainsi pged(y + z,u) = 1. Comme le produit de u et y + z est une puissance de p, et que ces deux termes sont
premiers entre eux, chacun des deux est une puissance de p. On a ainsi 'existence de a,« € Z tels que y+2z = a?
et u = oP. Le méme raisonnement donne 'existence de b,c € Z tels que z + z = bP et x + y = cP.
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Etape 5 : Conclusion.

On obtient ainsi le systéme suivant grace aux étapes précédentes :

bP+cP —al =2x =0 mod ¢
P=y=+1 mod g
W=z=+1 mod ¢

Si g t a, alors a? = +1 mod ¢, donc b* + ¢ — a? = £1 ou+ 3 mod ¢, ce qui est encore contradictoire. Ainsi
q| a, et alors y = —z mod ¢g. Comme par ailleurs y = +1 mod g, il vient que :

o =u=pyP ' =p modgq

Or,a? =0 oux1 mod g, ce qui est contradictoire. Finalement, il n’existe pas de triplet satisfaisant.
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Théoreme de Wedderburn

Lecons concernées : 101 123

Théoréme 1 (Wedderburn). Tout corps fini est commutatif.

Démonstration.

Soit K un corps fini. Notons Z = {a € K |Vz € K,az = za} le centre de K. C’est un sous-corps commutatif de
K de cardinal ¢ > 2, et comme K est un Z-espace vectoriel, on a |K| = ¢" avec n € N*.

Supposons par I'absurde que K n’est pas commutatif, donc que n > 1. Alors K* agit sur lui-méme par conju-
gaison. Pour tout € K*, on note w(x) lorbite de . On pose par ailleurs K, = {y € K| yz = 2y}, sous-corps
de Z et de K, qui est alors de cardinal ¢ avec d, | n.

Le stabilisateur de z € K* est {y € K* |yx = 2y} = K. Le cardinal de son orbite w(z) est alors :

KX gn -1
IR gt -1

w(@)]

En notant 6 un systeme de représentants des orbites, I’équation aux classes donne alors :
K| " -1
—qg—1+ 4 -
ISV A

¢"—1= KX =[2%+ Y |wl@)]=[2"+ Y

€O\ Z* €O\ Z*

Or, pour z € 8\ Z*, on a d, # n, car sinon on a z € Z*. On peut donc écrire :

n _ qn_l
q —1—q—1+d§|:)\dqd_1
d#n

ot \g désigne le nombre de x € 0\ Z* tels que |w(z)| = ¢ — 1.

Sid|netd#mn,ona:

X" —1=a, [[ ®=2. | ][] II @ |=2.x‘-1)| [] @
eln eld eln eln
e#n e#n,etd e#n,etd
Ainsi, ®,, divise % dans Z[X], puis ®,(q) divise ¢ — 1. En particulier, |®,(¢)] < ¢—1. Or n # 1, donc :

o(n)
Pu(@)= ] le—¢&>[la-11>lg—1]
i=1

éeﬂn(c)

Cela est absurde. Le corps fini K est donc commutatif.
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Théoreme de Welerstrass

Lecons concernées : 201 203 209 228 241

Théoréme 1 (Weierstrass). L’ensemble des polynomes sur [a,b] est dense dans (C°([a,b],R),|.|l..)-

Démonstration.
Fixons € > 0, f : [a,b] — R continue & support compact, et (Xn)nen une approximation de 1'unité.

Etape 1 : Montrons que la suite (f * xn) converge uniformément vers f.

Comme f est a support compact, elle est uniformément continue par le théoreme de Heine. Il existe donc § > 0
tel que, pour tous z,y € R, |z — y| < 0 entraine |f(z) — f(y)| < e. Par ailleurs, on peut choisir N € N tel que,
pour tout n > N, f‘t|>5 Xn(t)dt < e. Alors, pour n > N, on a :

Ot 1)) |—L/xn Fa—tydi — f(a)

:mﬁﬂﬂw—ﬂ—fmnﬁ‘
/ )| f(x—t) — f(x)|dt

/ O1f (@ —t) = fz)|dt +/ Xn(8) | f(z = 1) = f(2)]dt

[t]>8

<s/5n<Mt+muu%Lanwﬁ

< [ altyd +220fl [ xatt)d
i R

S (T+2]flloo)e
Ainsi, [[(xn * f) = flloo < (1 +2]f]l )¢, d’ott la convergence uniforme.

Etape 2 : On suppose f a support dans [—%, %]

On considere, pour tout n € N, a,, = f_ll(l —t2)™ dt, et P, la fonction définie par :

P,:|R — R

- {“f“ i <1

0 sinon

On a que P, est une approximation de I'unité. Montrons que P, * f est un polynéme sur [—%7 %} Ona:

Nl

(P f)(x) :[ P,(x—t)f(t)dt

1
2

Pour x € [—%, %], on a ainsi |[x —t| < 1, et :

pn(m,t):(l_‘r—_t qu
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avec gk un polynome. Ainsi :
2n

(Pos @)= 3o [ a s

1
k=0 2

Nl

Donc P, * f est bien un polynéme sur [—%, %}

Etape 3 : Cas général.
Soit f : [a,b] — R continue. On considére ¢ < d dans R tels que [a,b] C]e,d[. On prolonge f par :
— Une fonction affine sur [c, a], valant 0 en ¢ et f(a) en a.
— Une fonction affine sur [b, d], valant f(b) en b et 0 en d.
On obtient ainsi une fonction continue a support dans [c, d]. On considére la fonction :
2 [_%7 %} — [Ca d] d
C
x — (d—c)r+ =
On obtient que f o ¢! est limite uniforme d’une suite de polynomes 1, par les étapes précédentes, donc f est

limite uniforme de la suite de polynémes 1, o .
O
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Théoreme des deux carrés

Lecons concernées : 121 122 126

On note ¥ = {a2 +b?eN | a,be N} I’ensemble des entiers s’écrivant comme somme de deux carrés. On note
également Z[i| = {a +ib € C|a,b € Z} I'ensemble des entiers de Gauss. Soit N : Z[i] — N Dapplication définie
par N(z) = a® + b? pour z = a + ib € Z[i]. On remarque que Z[i] est un anneau intégre car inclus dans C.

‘Proposition 1. (Z[i])* = {£1, +i}

Démonstration.

Soit z =a+ib € (Z[i])*. Ona N(2)N(z7!) = N(227!) = 1. Comme N(z), N(z7!) € N,ona N(z) =1. On en
déduit que a? +b? = 1, et donc que si a = 0 alors b = +1, et inversement. Donc (Z[i])* = {+£1, +i}. O

Théoréme 2. Z[i] est euclidien relativement ¢ N, donc principal.

Démonstration du théoréme.

Pour z,t € Z[i] \ {0}, on écrit ¥ = x +4y. Soit ¢ = a + ib ol a et b sont les entiers les plus proches de = et y.

g = — il -b = VEaP TGP < S h = 2

Posons r = z — gt € Z[i]. On a |r| = [t| |2 — | < |t|, donc N(r) < N(t). Alors z = gt +r avec N(r) < N(t).
Ainsi Z[i] est un anneau euclidien relativement & N, donc ¢’est un anneau principal. O

‘Lemme 3. X est stable par produit. ‘

Démonstration.

On an € ¥ si, et seulement si, il existe z € Z[i] tel que n = N(z). Soient n,n' € ¥ et z = a+ib, 2z’ = ' +ib’ € Z][i]
tels que n = N(z) et n’ = N(2). Alors nn’ = N(2)N(2') = N(z2') € . O

Lemme 4. Soit p un nombre premier impair. Alors p € ¥ si, et seulement si, p est réductible dans Z]i]. ‘

Démonstration.
Soit p € ¥ premier. On écrit p = a? + b? = (a + ib)(a — ib). Or N(a + ib) = N(a —ib) = p > 1, donc a + ib et
a — ib ne sont pas inversibles, et p est réductible.

Réciproquement, soit p = 22’ avec z et 2z’ non inversibles. Alors p?> = N(p) = N(zz') = N(z)N(2'). Ainsi,
N(z) = N(z') =p, car N(2) # 1 # N(2'). Comme z =a+ibavec a,b € Z,onap=N(z)=a*+b> €. O

‘Théoréme 5. Soit p un nombre premier. Alors p € X si, et seulement si, p=2 oup =1 [4]. ‘

Démonstration.

On sait déja que 2 € X. Supposons donc que p est un nombre premier impair.

Sip=a®+b% aou b est impair, et alors p = (2k +1)? =1 [4].
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Réciproquement, soit p € X. Alors p est non irréductible dans Z[é] principal, donc (p) n’est pas un idéal premier,
et Z[i]/(p) n’est pas intégre. Or, on a :

Zi)/(p) = ZIX)/(X? +1) = Z[X]/(p, X* +1) = (Z[X]/(p)/(X? +1) = F[X]/(X* +1)

Ainsi, X2 +1 n’est pas irréductible sur F,, donc admet une racine dans F,. Alors -1 est un carré dans F, donc
(—1)1)771 =1, ce qui équivaut a p =1 [4]. O

Corollaire 6. Soit n € N*. Soit n = Hpe”P p’r (™) sa décomposition en produit de facteurs premiers. Alors
n € X si, et seulement si, pour tout p € P tel que p | n et p=3[4] on a 2| vy(n).

Démonstration.

Si vp(n) est pair pour tout p € P tel que p | n et p =3 [4], alors n € ¥ car ¥ est stable par produit.

Réciproquement, soit p = 3 [4]. Alors p est irréductible dans Z[i]. Si p divise n = a® +b? = (a +ib)(a —ib), alors
p divise par exemple a + ib, donc p | a et p | b, et p? | n. On itére le processus avec n' = p% tant que p | n’, et
on obtient que v,(n) est pair. O
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Théoréemes d’Abel angulaire et taubérien faible

Lecons concernées : 207 230 235 241 243

Théoréme 1 (Abel angulaire).

Soit Y a,z™ une série entiére de rayon de convergence 1 telle que Y an
converge. On note f sa somme et :
={z€C|l—2z=pe%, p>0,|p| <0} pour O<0<g
Alors :
ly 7= an
z€Ap
Démonstration.
Soit N € N. On note R,, = ZZOZRH ay, et on effectue une transformation d’Abel :
N N N
S e =Y a = Y 1) = Y (s~ R 1)
n=0 n=0 n=0 n=1
N N N—1 N
= Rua( Z =3 Ru(z"T'—1)= > Ru(z"-1)
n=1 n=1 n=0 n=0
N-1 -1
=3 R(z""'—2") - Ry(zN —1)=(2-1) > Rpz" - -1)
n=0 —

En faisant tendre N vers 400, et en notant £ = Y.~ a,, on obtient :

flz)—=(z=1)>_ Ryp2"

n=0

Soit maintenant € > 0, et soit N € N tel que |R,| < & pour tout n > N. Pour |z| < 1, on a

N 0o

If(2) =€ = |z —1] ZR 2 4 Z Rp2"| < |z =1 Y Ruz"|+ |z =1 Y Rpz"

n=N-+1 n=0 n=N+1

0o N |Z—1‘

e S Rl 1] Y Rallel” < 2= 113 [Ral + 1=

n=0 n=N+1 n=0

Soit z =1 — pe'¥ € Ay, avec p > 0 et || < 0. Alors |z|2 =1 —2pcosp + p?, et si p < cosf, on a :
|z — 1] |z — 1] p 2 2 2
1—|z| 1—|z|2( +120) 2pcosg0—p2( +120) 2cosp—p  2cosf —cosf ~ cosf

A présent, si a > 0 est tel que aZnNZO |R,| < &, on voit que si z € Ag et |z — 1| < inf{, cos}, alors :

[f(z) =l <e+e

2
cos

D’ou le résultat.

346



Développements - Analyse Théoréemes d’Abel angulaire et taubérien faible

Théoréme 2 (Taubérien faible). Soit f la somme d’une série entiére > anz™ de rayon de convergence 1. On
suppose que lim,_,1— f(z) = £ existe et que a, =0 ( L ) Alors Y an, converge et £ =" ap.

n

Démonstration.

Pour tout n € N, on pose S, = >, _,ax. On a:

n

VneN, Vrelo,1], S, — f(z) = Zak - Zakxk = Zak(l — k) — Z apz®
k=0 k=0

k=0 k=n+1

et comme 1 — 2% = (1 —2) ¥ ' o' <k(1—2) pour 0 <z < 1,0na:

o0

S klag| 4 SUDg~., klak]
n — < (1-— k —" < (1 — M4 —E=2n 10
|Sn — f(2)] < (1 —x) g:l lax| + k:§n+1 o < (1—a)nM + )

ou M désigne un majorant de (k|ag|)x. Fixons a présent 0 < € < 1, alors :

vn c N*, Supk‘)n k|akf|

€
Su—f(1=2)| < Me+
n
Comme (kag)x converge vers 0, on peut choisir Ny tel que supy y, kar < €2, alors :

vn = NOa

Su—f(1-2)| <1+ 1)

[

Par hypothese, f(x) tends vers ¢ quand z tend vers 17, donc il existe N1 > Ny tel que |f (1 — 5) - é} < € pour
tout n > Ny, ainsi :

Sn—f<1—%>‘+‘f(1—%)—£‘<(M+2)s

Donc (S,,) converge vers ¢, d’ou le résultat. O
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Théorémes de Sylow

Lecons concernées : 101 103 104

Lemme 1. Soit G un groupe fini d’ordre p®m, ot p{m. Soit H un groupe, et soit S un p-Sylow de G. Alors
il existe a € G tel que aSa™' N H est un p-Sylow de H.

Démonstration.

On consideére I'action de G sur G/S définie par :
p:| GxG/S — G/S
(9,05)  +— g-(a5) = (g9a)$
En effet, ¢ est une action de groupe, puisque, pour tous g,¢9’ € G et tout a € G, on a :
p(e,aS) =e- (aS) = (ea)S = aS
0(g.0(g',a8)) = ¢(g.9" - (a9)) = (g, (g'a)S) = g - (g'a)S = (99'a)S = (99') - (a5) = ¢(gg', al)

On note S, g le stabilisateur de a.S sous l'action de G sur G/S. Alors :
(C) Soit g € Sus, alors gaS = a8, c’est-a-dire qu’il existe s1, 52 € S tels que gas; = ass.
Ainsi g = a525f1a_1 € aSa!, donc S,5 C aSa~!.
(2) Soit h € aSa~!. Il existe s € S tel que h = asa™'. Ainsi h-aS = (asa™1a)S = aS, et S,s D aSa~*.
On a donc finalement que S,5 = aSa~1.

En restreignant ¢ & H, on a que H agit sur G/S.
En notant S’ ¢ le stabilisateur de aS sous l'action de H, on obtient que S/ ¢ = aSa™' N H.

En choisissant aq, ..., a, un systeme de représentants des orbites, ’équation aux classes donne :
m
H
m=|G/S| = Z |_71|
i—1 \aiSai N H|

Or, si pour tout ¢ € [1,m],onap | [H : S/, alors p | |G/S| = m, ce qui contredit le fait que S soit un p-Sylow.
Il existe donc ¢ € [1,m] tel que pA[H : S/ ¢] = 1.

De plus, a,;Sai_1 N H est un sous-groupe de aiSai_l, donc a,;Sai_1 N H est un p-groupe, donc |aiSai_1 NH|=pk
et |[H|=p'n, ot k < j < aetn|m. Cependant, [H : S'g] =p’*nAp=1, donc j = k.
Finalement, aiSa;l N H est un p-Sylow de H.

O

Lemme 2. Soit G un p-groupe agissant sur X. On note X l’ensemble des points fixes de X par G. Alors
|X|=|X% mod p.

Démonstration.

On écrit X comme réunion disjointe de ses orbites sous G. Si x ¢ X, alors son orbite w(x) est de cardinal
strictement supérieur & 1, mais comme ce cardinal divise |G| = p", on a que p | |w(z)|. Si 0 est un systéme de
représentants, alors I’équation aux classe donne :

X=X+ Y |w(@)| =1XF mod p
€0\ XGC
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Théoréme 3 (Sylow). On suppose G fini d’ordre n = p*m, ou ptm.
(i) L’ensemble Syl,(G) des p-Sylow de G est non vide.
(i) Tous les p-Sylow sont conjugués.

(ii7) |Sylp,(G)| =1 mod p et |Syl,(G)| | m.

Démonstration.

(i) Par le théoréme de Cayley, on sait qu’il existe un isomorphisme g: G — A, o A C &,,.
Soit (e1,...,e,) une base de Fy. On considere I'application :

v 6, — GL,(Fp)
Uy - IFZ — Fg
€ 7 €g(i)

a —

De plus, 9 est un morphisme de groupes. En effet, pour tous 0,0’ € &, et tout 7 € [1,n], on a :

(o 00')(€i) = eo(ory) = () (W(a")(e:)) = (1h(0) 0 1b(0”))(es)

Donc ¢ (o o d’) = (¢(0) o ('), et ¥ est un morphisme de groupes.
On a également l'injectivité de v, puisque :

Ker(¢) = {0 € &, |u, = Id} = {0 €6, |Vi € [1,n], es() = ei} = {Id}

En posant 6 = 1|4 o g, 6 est un morphisme de groupe de G dans GL,,(F,).

De plus, 0 est injectif, done, par le premier théoréme d’isomorphie, on a G = Im(6).
Or, Im(#) est un sous-groupe de GL,(F,), qui possede un p-Sylow.

Par le Lemme 1, Im(6) contient également un p-Sylow, et donc G aussi par isomorphie.

(ii) Soit H un p-sous-groupe de G, et soit S un p-Sylow de G.
Par le Lemme 1, il existe a € G tel que aSa~! N H soit un p-Sylow de H.
On a donc |H| =p* et aSa N H C H, et |[aSa~' N H| = p*, donc aSa™*NH = H, et H C aSa™'.
Si de plus H est un p-Sylow, alors H = aSa~".

(iii) Soit S un p-Sylow de G. On considére 'action par conjugaison de S sur Syl,(G).
Pour tout s € S, on a sSs~! =5, donc S € (Syl,(G))°. Montrons que c’est le seul point fixe.
Soit T € (Syl,(G))?, donc tel que, pour tout s € S, on a sT's™! =T.
On pose N = (S, T) le sous-groupe de G engendré par Set T. Ona T < N < G.
Comme T est un p-Sylow de G, c’est aussi un p-Sylow de V. De méme pour S.
T et S sont donc deux p-Sylow de N, donc il existe a € N tel que S = aTa™".
Or, comme S normalise T, on a que T < N, d’ott aTa~! =T.
Le Lemme 2 donne que |Syl,(G)| =1 mod p.

Enfin, on considere I'action par conjugaison de G sur I’ensemble de ses sous-groupes.
Syl,(G) forme une orbite sous cette action par le point précédent.
On a alors |Syl,(G)| | |G| = p®m et |Syl,(G)| Ap =1, donc, par le lemme de Gauss, on a |Syl,(G)| | m.

O
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Transformée de Fourier d’une gaussienne

Lecons concernées : 236 245 250 265 267

Proposition 1. Siv,(x) = e—aa’ pour a >0 et x € R, alors 74 = \/éfy%.

Démonstration.

Soit @ > 0. Pour tous z,£ € R, on a :

, 2 . 2

On en déduit alors que, pour tout £ € R, on a :

Foo . +oo i 2 I i
T2(6) = / 07 —iTE gy / oot )L g 8 / e ) 4

— 00 — 00 — 00

Considérons la fonction complexe z — e~ Pour R > 0 et & € R fixés, notons ' le contour suivant :

i& I'r i&

R+ > R+ =

+ 2a + 2a

—R R
On a ainsi :
R £ R v —
/ e~ dy = / e~ 4y + /20, e~ a(R+it)” g4 —/ e‘“(“‘%f dx — /2' e—a(=R+it)* gy
Tr -R 0 -R 0
I (R) I3(R) I3(R) 14(R)

Or, on a, par changement de variable :

R—+00

NE

e)

g
—
2 =+

g

()

4

%M

I

N

De plus, on a :
r

£
2a > 2a -
II(R)| < / e~ a(B=1) gy — g—aR / e dt —— 0
0 0 R—+o0

De la méme maniére, on obtient limpg_, 1o I4(R) = 0.
i& \2
Il reste a étudier I3(R). Puisque l'intégrale généralisée | too pa(etst)” gy converge absolument, on a :

e
—00

+oo i 2
G L) = [ e d = iR

— 00
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7(1.22

Puisque z — e est holomorphe sur C et que le contour I'(R) est fermé, le théoréme de Cauchy donne :

2 2
0= / e dy — I (R) + I2(R) — I3(R) — I4(R) R—> T +0- 6‘%1’/}/;(5) -0= \/?— e%ﬂ’y/Z(f)
Tr —400 a a
On obtient finalement que :
e T o_& ™
@) = et = [T ()
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Un critere de diagonalisabilité

Lecons concernées : 153

Proposition 1. Soient f € L(E) et F un sous-espace vectoriel strict de E stable par f. En notant g = f|p
la restriction de f ¢ F, on a que g est dans L(E) et que x4 divise xy.

Démonstration.

Soit B’ = (eq,...,e,) une base de F, que 'on compléte en une base B = (ey,...,e,) de E.
Alors Matg(f) est de la forme :

Matg(f) = <61 g) avec A = Matp (g)

On obtient alors :

A-XI, C
X (X) = ’ 0 B—XI,_, = Xg(X) -det(B — XI,,_,)
O

Proposition 2. Soit f € L(E), et soit A € K une racine de x5 de multiplicité h, alors dim E < h.
Démonstration.
On applique la proposition précédente pour F = E).
On a que g = f|g, = Mdg,, donc x4(X) = (X — \)dimEx,
Comme Y, divise xf, on a que dim E) < h. O

Théoréme 3. Soit f € L(F), les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) [ est diagonalisable

(i1) xy est scindé sur K, et toute racine X est de multiplicité dim E}.

P
(iii) Il existe des valeurs propres Ai,..., A, de f vérifiant E = @ Ej,.
i=1

K2

Démonstration.

Etape 1 : Montrons que (i) = (ii).

Soient Ap, ..., A\, les valeurs propres de f, et soit B une base de vecteurs propres.
Comme f est diagonalisable, on a :

Adp, 0
Matg(f) = P P~lou PegL,(K)
0 Ardp,,.
Ainsi, h; = dim Ey, et xs(X) = [T(X — X;)he.

i=1
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Etape 2 : Montrons que (i) = (iii).

On écrit xf(X) = ﬁ (X — M)

=1

Ona F =@ E\, CE. Deplus:

=1

dim F = ZdimE,\i = Zhi =degx; =n=dimFE

i=1 i=1

P
On a donc E = @ E,,.
=1

1=

Etape 3 : Montrons que (i) = (i).
Soit B; une base de Ey,, et B=B; U...U B, une base de vecteurs propres.
Comme f|Exi = )\JdEM, on a:

Alp, 0
Matg(f) =
0 M1

r

donc f est diagonalisable.
O

Application 4. Un endomorphisme est diagonalisable si, et seulement si, il admet un polynome annulateur
scindé a racines simples sur K.

Démonstration.

(=) Soit f € L(F) diagonalisable.

Soient Aq,..., A, ses valeurs propres, et Ey,,..., Ey, les sous-espaces propres associés.
T
Soit alors P(X) = [] (X — );), qui est scindé & racines simples. De plus, par le lemme des noyaux :
i=1

Ker P(f) = éKer(f —XNldg) = éExi =F
i=1 i=1

Ainsi P(f) =0.

(<) Soit f € L(F), et soit P € K[X] annulateur de f, scindé & racines simples.
On note Aq,..., A, les racines de P, alors par le lemme des noyaux, on a :

E=KerP(f)= éBKer(f —Nldg)
i=1

f est donc diagonalisable.
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Un homéomorphisme induit par ’exponentielle

Lecgons concernées : 155 156 158 160

Lemme 1. Pour tout M € S,/ T(R), on a ||M||2 = p(M). ‘

Démonstration.

Soit M € S+ (R). Alors M est diagonalisable dans une base orthonormée, donc [|M ||, = [|Diag(A1, ..., An)ll5s
ou A1, ..., A, > 0 sont les valeurs propres de M. On a alors pour x € R" :

[Mz|ly < 1Ml [[z]l, = [IDiag(Ar, . s An)llly (2]l < p(M) [z,

De plus, si x = e;,, o ig est tel que \;; = p(M), on a |||Mx||\§ = p(M)?. Ceci donne ||M||, = p(M). O

Théoréme 2. exp : S, (R) — S T(R) est un homéomorphisme. ‘

Démonstration.

Etape 1 : Montrons que I’application est bien définie, et continue.

Soit S € S, (R). Alors S est diagonalisable dans une base orthonormée. On écrit S = P Diag(\1,. .., \,) ‘P, oil
P e Ou(R) et Ap,..., A\, > 0 sont les valeurs propres de S. On a exp(S) = P Diag(eM,...,e*) ‘P e S (R).
L’application considérée est donc bien définie, et continue comme restriction d’une application continue.

Etape 2 : Montrons que I’application est surjective.

o+

Soit B € S, (R). Alors B est diagonalisable dans une base orthonormée. On écrit B = P Diag(p1, ..., pn) P,
ou P € O,(R) et py,..., 1, > 0 sont les valeurs propres de B. Posons alors A = P Diag(In(u1),...,In(uy,)) P.
On a A € §,(R) et exp(A) = B, d’ou la surjectivité.

-+

Etape 3 : Montrons que I’application est injective.

Soient A, A’ € §,,(R) telles que exp(A) = exp(A’). On note Ay, ..., A, les valeurs propres de A, et py, ..., iy les
valeurs propres de A’. On fixe P € O, (R) telle que A = P Diag(\y,...,\n) ‘P. Soit @ un polyndme interpolateur
de Lagrange tel que Q(e*') = \; pour tout i € [1,n]. Alors A’ commute avec Q(exp(A’)) = Q(exp(4)), or :

Q(exp(A)) = Q(P Diag(e’t, ..., eM) 'P) = PQ(Diag(e’,...,e)) ‘P = PDiag(A1,..., ) P =A
Ainsi, A et A’ commutent, et par diagonalisation simultanée, on a :

Diag(eM,...,e*) = "Pexp(A)P = ‘Pexp(A’)P = Diag(e, ..., etn)

Donc, pour tout i € [1,n], on a e = ek, puis \; = p; et A = A’ d’ou I'injectivité.

Etape 4 : Montrons que I’application est bicontinue.

Soit (B,)pen une suite de S;FT(R) qui converge vers B € S;FT(R). Par surjectivité, écrivons B, = exp(A4,) et
B = exp(A). Montrons que (A4,)pen converge vers A.

La suite (Bp)pen étant convergente, elle est bornée pour ||.|[,. Par le lemme, on a ||B,|, = p(B,), donc tous
les spectres des B, sont majorés par une constante C'. Par le méme raisonnement appliqué a (Bp’ 1)p€N, qui
converge vers B~1 par continuité de 'inverse, les spectres des B, sont minorés par une constante C’. Toutes les
valeurs propres des B, sont donc dans le compact [C,C’] de R**, donc toutes les valeurs propres des A4, sont
dans le compact [InC’,InC] de R.
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La suite (Ap)pen est donc bornée pour ||.||,, et sa seule valeur d’adhérence est A. En effet, soit (A, )ren est une
sous-suite de (A,)pen qui converge vers A. On a alors exp(A) = limy_,o exp(Ap,) = B = exp(A), donc A = A
par injectivité. La suite (A,)pen étant bornée et ayant une unique valeur d’adhérence A, elle converge vers A.
On a donc montré la bicontinuité de exp : S,,(R) — S+ (R).

O
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